SME602 Calculo Numérico *** 22 Prova
MOSTRAR TODOS 0OS CALCULOS
fHdxKkRRRFFFAZER CALCULOS COM 4 CASAS DECIMAIS****¥¥* _ 05 /12 /2019

Nome: No. USP:

T 0.2 0.6 0.8 1.3
f(z;) | 1.494 | 3.798 | 6.726 | 22.306

1. Considere a funcao tabelada:

a) [1.0] Obtenha o valor aproximado de f(0.7) utilizando o polinémio interpolador Ps(x).

Solucao: O polindémio interpolador em 3 pontos é Py(z). Escolhendo 3 pontos da tabela:

x9=0.2, 21 = 0.6 e 25 = 0.8. O polindémio interpolador segundo a regra de interpolacao de
Lagrange sera:

Py(z) = lo(w) * f(wo) + li(x) x f(21) + la(z) * f(12).

Sendo,
o(x (x—2)*(x—22)  (2—06)*(2x—-08)  (z—0.6)*(x—0.8)
T (wo —m1) * (wg —22) (0.2 —0.6)%(0.2—0.8) 0.240000 '
L(x) (x—zo)*(r—22)  (—-02)x(x—08)  (r—02)*(z—0.38)
BT — o) % (11 —m2) (0.6 —10.2) % (0.6 —0.8) —0.080000
b(x (x—mo)x(x—x1)  (x—02)x(x—-06)  (z—0.2)*(z—0.6)
AT (g —mo) % (2 —x1)  (0.8—02)% (0.8 —0.6) 0.120000
Logo,
(0.7 = 0.6) * (0.7 — 0.8)
10(0.7) = — —0.041666.
o(0.7) 0.240000
(0.7 —0.2) % (0.7 — 0.8)
1,(0.7) = = 0.625000.
1(0.7) 5 0R0000 0.625000
(0.7 — 0.2) % (0.7 — 0.6)
7) = — 0.411666.
L(0.7) 0.120000 0411666
Portanto,

F(0.7) = Py(0.7) = 1p(0.7) * f(xo) + 11(0.7) * f(x1) + 12(0.7) * f(z2).
— — 0.041666  £(0.2) + 0.625000 * £(0.6) + 0.416666 * f(0.8).
= 0.041666 * 1.494000 + 0.625000 * 3.798000 + 0.416666 * 6.726000.
= 5.113996.

b) [0.5] Sabe-se que |f/(x)| < 6x27 ¥V x € [0.25, 1.3]. Determine um majorante para o erro
cometido quando aproximamos f(0.7) por P5(0.7).

Solugao: O erro é majorado pela expressao:

Bo(@)] = 11(x) — Pala)| < [(z — 20) (1 — ) (@ — g ez 10 T



Como x = 0.7, g = 0.2, x1 = 0.6 e x5 = 0.8, logo

6 % 23
3!

1£(0.7) — Po(0.7)] < (0.7 — 0.2) % (0.7 — 0.6) * (0.7 — 0.8)|

Portanto,

1£(0.7) = Py(0.7)] < ](0.5)  (0.1) % (=0.1)| % 8 = 0.040000.

c¢) [1.0] Determine a fungao g(r) = ag e* +a; €**, que aproxima f(z) pelo método dos Minimos
Quadrados. Qual o erro cometido nessa aproximacao?

Solugao: Tém-se que g(r) = ag * go(z) + a1 * g1(x), onde go(x) = €°, gi(x) = €**. Pelo
método dos Minimos Quadrados, ag e a; sao obtidos pela solucao do sistema linear:

{(90790) (91790)} [040_ {(fago)]

(90,91) (g1,91) Qaq | B (f,91)

1.221402 1.491824 [1.494000
Onde an — 1.822118 ~ | 3.320116 e f— 3.798000
HEC90= 192955407 9~ | 4.953032 ~ | 6.726000
3.669296 13.463738 22.306000
Logo,
23.228698 68.297370| || | 105.5615
68.297370 219.0534 | |ay|  |348.47483| "
Resolvendo esse sistema linear obtemos: ag = —1.59582 ¢ a; = 2.08837.

E assim conclui-se que a funcao g(z) = —1.59582 x e” + 2.08837 x €.
d) [1.0] Calcule a e b de modo que g(z) = ae®® aproxime a fungao tabelada.

Solugao: g(x) = ae® portanto f ~ ae® = In (f) ~ In (a) +bx, onde oy = In(a), ay = b, go = 1
€ g =2

Desta maneira, pelo método dos Minimos Quadrados, aproximamos a fungao F(x) = In(f(z))
pela fungao G(z) = g * go(x) + oy * g1 (x) onde:

1 0.2 In(1.494000) = 0.401457

1l o B | In(3.798000) = 1.33447
9=111>9= |os| ©F=F@) =1 16.726000) = 1.90598
1 1.3 In(22.30600) = 3.10485

Observe que, ag e oy seram obtidos pela solucao do sistema linear. Logo,

4 2.900000} lao} - [6.74676}

2.900000 2.730000| |ay 6.44207
Resolvendo esse sistema linear obtém-se:ag = —0.10491, oy = 2.47118 Assim, ay = In(a),
aplicando a exponencial a = e¢(®) = q = 0.90040 e b = o = 2.47118. Portanto, g(x) = 0.90040 *
2.47118xx)

el :



2. [1.0] Prove que Zlk(x) =1, Vex € R, n>1.
k=0
Solucgao: Pela formula do erro, tém-se:

fr(E)

En(ﬂf) = f(;);) — Pn(lf) = (CU - 770)(55 - '771) T (Qf N IEn) (n—l— 1)'

onde &, € [zg, 7],V f € C™*Y. Fazendo f(z) = 1 obtém-se

f(x) — P,(x) = 0 (desde que f(nﬂ)(é,”) = 0), o que implica em P,(x) = 1. A féormula de
(n+1)!

Lagrange para P, (x) fornece:

3. Deseja-se aproximar I(f) = f_ll f(z)dz pela formula de quadratura Io(f) = Ax[f(2)+ f(—=)],
onde z € [—1, 1] e A é um niimero real.

(i) [1.5] Suponha que grau de precisdo de Io(f) é r > 2 e determine A e z.

Solugdo: Pelo método dos coeficientes indeterminados, para que Io(f) tenha grau de precisao
r > 2 é suficiente que:

Io)=1(1) = [, 1de=2como Ig(1) = Ax[1+1] =24 = 2xA =2
Ig(x) =1(z) = f_lla: dr =0 como Ig(x) =Ax[z4+(—2)]=0 = 0=0.
Io(a?) = I(2?) = [1, 2% dz = 2/3 como Ig(a?) = A% [z +(—2)%| = 2% A%2? = 2xAx2? =2/3.
Resolvendo esse sistema, obtém-se portanto: A =1e z = 4+ 0.577350.
(ii) [0.5] Mostre que Ig(Ps) = I(P3) onde Ps(x) é um polindmio de grau < 3.
Solugao: Para provar que Ig(P;) = I(Ps;) onde Pi(xz) é um polinémio de grau < 3, basta
mostrar que o grau de precisdo de Ig(f) é r > 3.
Observamos que Ig(f) satisfaz: Ig(1) = I1(1), Ig(z) = I(z), Ig(x?) = I(2?*). Além disso,
temos Ig(z?) = A(z* = 2%) =0 e I(2%) = f_22 z3 dx = 0. Logo, Io(z®) = I(z*) e portanto o grau
de precisao de Ip(P3) é r > n = 3.

4. Considere a integral I(f) = fjl(l +2?)(1 — 2?)dx.

(a) [1.0] Calcule I(f) utilizando a formula de Gauss-Chebyshev com N = 3 (13).



(b)

(c)

Solugdo: Observe que, I(f) = f_ll(l + 2?) % (1 — 2?)dx, porém para utilizar a formula de
Gauss-Chebyshev é preciso reescrever esta funcao. Isto é,

I(f):/_l(l—i—xQ)*(l—mz)dx - /_1(1—x4)d:1:.

1 1

1
1
——— % (1 — 2 * V1 —22) du.
/_1 V1 —a? (( ) )
Utilizando a formula de Gauss-Chebyshev para N = 3 tém-se:
I3(f) = Ao f(x0) + Ar % f(21) + Ay x f(22),

em que xg, T, € Ty sao os zeros do polindmio de Chebyshev de grau 3. Da tabela, obtemos
os valores dos zeros e dos coeficientes Ay, A; e Ay:

x; | 0.866025 0 —0.866025
A; | 1.047200 | 1.047200 | 1.047200

Como f(z) = (1 —2%) % (/1 — 22) entdo: f(x) = f(0.866025) = 0.218750, f(z;) = f(0) =1
e f(zg) = f(—0.866025) = 0.218750. Portanto,

IE(f) = Ao * f(w0) + Av * f(21) + Az * f(22)

sera,

I2(f) ~ 1.047200 % 0.218750 + 1.047200 * 1 + 0.218750 * 1.047200 = 1.505350.

[1.0] Calcule I(f) pelo método de Simpson 1/3 com N =6 (I3(f)).

Solucdo: Temos que h = 2/6 = 0.3333333 e montamos a tabela

T —1.000000 | —0.666667 | -0.3333333 | 0.0 | 0.3333333 | 0.666667 | 1.0
f(z;) 0.0 0.8024691 | 0.9876543 | 1.0 | 0.9876543 | 0.8024691 | 0.0

Logo, usando I3(f) obtemos:

L +a?) (1 —a?)de = 0.0 + 0.0 + 4 % (0.8024691 + 1.0 4 0.8024691)
+2 % (0.9876543 + 0.9876543)} — 1.5967076

0.3333333 {

[0.5] Qual dos valores I2(f) ou IS(f) ¢ o mais preciso? Justifique a sua resposta.

Solucao: A solucao analitica desta integral ¢

1 1 1 1
/ (14 22) * (1 — 2%)dr = / (1—aY)dr = / 1dx — / ztdz.
—1 -1 -1 -1

— 22
>
= 1.600000.



Calculando os erros, obtemos: |E(f)| = |I(f) — I&(f)] = ]1.600000 — 1.505350] = 0.09465
e |ES(F)] = |I(f) — IS(f)| = [1.600000 — 1.5967076] = 0.0032924, donde vemos que |E%(f)| <

[E&(f)]-
Logo, pode-se concluir que I%(f) = 1.5967076 é mais preciso que I2(f) = 1.505350.

. Sy =y +2*), oz € [00,04]
5. [1.5] Considere o PVT: { y(0) = 1.0

pelo método de FEuler Modificado.

. Tome h = 0.2 e obtenha y(0.4)

Solucao: Como h = 0.2 tem-se: zg = 0, 1 = 0.2, x5 = 0.4. O método de Euler modificado
fornece as equagoes:

Yir1 = yj +hx* f(z5,y5),

h B
Yitr = Yj+ 5 * (), y;) + f(@51, Uje1)]-

e j =0: Célculo de y;, considerando h = 0.2, 2o =0, yg =1 e z; = 0.2.
f(xo,90) = yo * 1+ 25) = 1.
g1 =yo+h* f(zo,y0) =1+02x1=1.2.
flzy, 1) =91 % (1 +2%) = 1.2 % (1 +0.04) = 1.2480.
Y1 =Yo+ 2 x [f(zo,y0) + f(x1,51)] = 1+ %2« [1 + 1.2480] = 1.2248.

e j =1: Célculo de y,, considerando h = 0.2, x1 = 0.2, y; = 1.2248 e x5 = 0.4.
flxy,y) =y x (14 23) = 1.2248 x (1 + 0.04) = 1.273792.
Yo =11+ h* f(x1,y1) = 1.2248 + 0.2 % 1.273792 = 1.479558.
f(xa,92) = o+ (1 + 23) = 1.479558 x (1 + 0.16) = 1.716287.
Yo = Y1 + g  [f(@1, 1) + [, 92)] = 1.2248 + %2 % [1.273792 + 1.716287] = 1.523808.

Portanto, y(0.4) = y, = 1.523807.



(x —zo)(x —29) - - -

Formulario

(z — zp-1) (@ — Tpp1) -+ (& — @y)

M) = = o) — o)+ (o — 2 (@ — oar) - (@ — )
- (x — )
j—g;ék (k= 7))
Z () f(xr) = lo(x) f(zo) + () f(z1) + - + () f(24)
Fr(E)
En(x) = f(z) — Pu(z) = (# — xo) (2 —x1) -+ (2 — 'In) (n+1) onde & € [zo, Zn]
9(x) = aggo(r) + 11 (x) + - + ndm(x)
[ (Po, D) (Do, Py) v - (@0, @) T [ @ ] [ (£,P0) ]
((I)l, (I)()) ((I)l, (I)l) """ ((I)l, (I)m> (05} (f, (I)l)
(@) @) o (@t | Lan ] [ €00
(e = 5 f() + 4 e0) + Fa)] — o 70
e = 5 () + f)] - )
b N-1 _a
/ f(x)dx:g [f(a:o)+f(wN)+ ’ 2f(xz;) —%fﬂf”(f) onde £ € [a, 0]
b L N/2 N/2-1 Ni "
/ fla)de = < | f(zo0) + flaw) +4Zf(1‘2j71) +2 Z Fla)| = 3 /7€) & € [a 0.
b n
[ @ =Y Ao
Formula de recorréncia para poliné6mios ort_ogonais
_ ) = 2z a - = _(575%(33),%(35))
QZ)Q(ZE) =1 ) gbl( ) ¢0( )+ OQZ)O( ) ) 0 (¢0($),¢0(5B)) )
¢n+1( ) = x¢n(x) + O‘n(bn( ) + ﬁn(lsn—l(x)a n=12:.-
_ (x¢n( ), n()) B8, = — (2P (), Pn-1())
" (On(x),0n(2) " " (Pna(2), P (@)
Ynt1 = Yn + hyn = UYn + hf(xna yn>
yn-&—l:yn_{'h?/;_}'%yg_}'"" y;L:fm yqlz/:(fcc"’fyf)n
Ynt1 = Yn + E[f(xnayn> +f(mn+hayn+hy;)]7 n=01,2---

2




