SME300 Calculo Numérico - - 22 Prova
MOSTRAR TODOS OS CALCULOS
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sk kA ZER CALCULOS COM 4 CASAS DECIMAIS***#%%% _ 04/12/2019
Nome: No. USP:

1. Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f(x)

x; —-0.30 | —0.10 0.20 0.6 0.90
f(z;) | 0.80442 | 0.61183 | 0.44848 | 0.48050 | 0.70598

(i) [1.0] Calcule o valor aproximado de f(0.42) utilizando o polinémio interpolador em 3
pontos.

SOLUCAO:

O polinémio interpolador em 3 pontos é P»(x). Vamos escolher 3 pontos da tabela: xq = 0.2,
x1 = 0.6 e x5 = 0.9. O polinomio interpolador segundo a regra de interpolacao de Lagrange é,

Py(z) = lo(z) f(z0) + () f(21) + la(2) f (22),

sendo,
() = (x — 1) (x — 29) : (x —0.6)(x —0.9) : (x —0.6)(x —0.9)
! (2o — 1) (g — 22) (0.2 —0.6)(0.2 — 0.9) 0.280000
L (2) = (x — x0)(x — 29) _ (x —0.2)(x — 0.9) _ (x —0.2)(x — 0.9)
BT — o) (2 —x2) (0.6 —0.2)(0.6 — 0.9) —0.120000
by () = (x — x)(x — 1) _ (x —0.2)(x — 0.6) : (r —0.2)(x — 0.6)
’ (23 — xo)(x2 — 1) (0.9 —0.2)(0.9 — 0.6) 0.210000
logo,
(042 -0.6)(0.42 - 0.9)
10(0.42) = 550000 = 0.308571
1,(0.42) = (042 _%21)2(86?)%_ 09 _ 1.880000
1,(0.42) = (042 00‘221)886%2 —06) _ 188571
Portanto

£(0.42) & P5(0.42) = 15(0.42) f () + 11(0.42) f (1) + 12(0.42) f (x2)
= 0.308571 % f(0.2) + 0.880000 * f(0.6) — 0.188571 * f(0.9)
= 0.308571 % 0.44848 + 0.880000 * 0.48050 — 0.188571 % 0.70598
= 0.428100.

(ii) [1.0] Sabendo que f(z) = cos(1 + ax) + ba®, determine um majorante do erro da apro-
ximagao obtida.

SOLUCAO:

O erro é majorado pela expressao:

maxX,efo.2 0.9) | ()]

|Ex(2)] = [f(2) = Po(2)] < |(2 = zo)(x — 21)(2 = 22))| A




Calculando as derivadas de f(z) = cos(1 + ax) + ba?
f'(z) = —asin(l + ax) + 2bx
f"(x) = —a®cos(1 + azx) + 20

f"(x) = a®sin(l + ar) = maxger | ()| = |a®| = maxuep2 o9 | [ ()] = |a?].
Portanto
3 3
1f(z) = Py(z)] < |(0.42 —0.2)(0.42 — 0.6)(0.42 — 0.9)\312—‘*1 = 0.019008 = ‘%' = 0.006336|a%|.
2. [1.0] Sab funcio tabelada abaixo ¢ da f (1) = 24 98T ptermi
. [1.0] Sabe-se que a funcao tabelada abaixo é da forma: g(x) = . Determine
d ¢ g 1+22 1+ ax?
o valor de a pelo método dos Minimos Quadrados.
X 0.10 0.45 0.70 0.90
f(z;) | 0.7500 | 0.8866 | 0.7912 | 0.6248
SOLUCAO:
0.7 0.8
Queremos aproximar f(x) por g(z) = T2 T1g fx2.
0.7 0.8z 0.8z 0.7
T) ~ ~ — h(: de 7 = —
0.8z
= (14+ax)[f(z) —h(z)] =08 = ar’~ ——"— —
(1 -+ ar?)[f (@) — h()] o

Para determinar o coeficiente A é necessario aplicar o MM(Q de maneira que a fun¢ao F'(z) =

0.8
‘ — 1 seja aproximada pela fungao G(z) = a go(x), onde go(z) = .

f(z) = h(zx)
Note que
T 0.10 0.45 0.70 0.90
f(z;) | 0.7500 0.8866 0.7912 0.6248
F(z;) | 0.405217 | 0.182346 | 0.742369 | 2.024452
Logo, o sistema reultante é fornecido pela seguinte expressao,
[ (90790) ][ a ] - [ (F790) ]
onde
0.0100 0.405217
] 0.2025 ja 0.182346
9071 0.4900 ¢ ~ | 0.742369
0.8100 2.024452
Logo,

[0.937306 [ a ] = [ 2.044544 ] = a = 2.181298.

3. [2.0] A funcao tabelada é um polinomio de grau < 3. Sabendo disso, utilize uma férmula
de Newton-Cotes e calcule exatamente o valor de I(f) = f13 f(z)dz.
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T 1.0 1.50 2.00 2.50 3.0
f(z;) | 3.3500 | 4.7063 | 6.4000 | 8.5436 | 11.2500

SOLUCAO:
Como f(x) é um polindomio de grau < 3, tomando os pontos g = 1, x; =2 ez = 3, a

férmula de Simpson 1/3 fornece:

h 1
Is(f) = 51F(x0) +4f (21) + f(22)] = 5[3:3500 + 4 % 6.4000 + 11.2500] = 13.4000.
O resultado é exato porque a férmula de Simpson 1/3 tem grau de precisao r = 3 (isto é,
fornece o valor exato quando f(z) é polinomio de grau < 3).

4. Deseja-se aproximar [(f) = f_22 f(z)dx pela féormula de quadratura Io(f) = A * [f(zo) +
f(=z0)], onde zy € [-2, 2] e A é um numero real.

(i) [1.5] Suponha que o grau de precisao de Ig(f) é r > 2 e determine A e .
SOLUCAO:

Pelo método dos coeficientes indeterminados, para que Ig(f) tenha grau de precisao r > 2
é suﬁciente que

Io(1) =1(1) = [*,1dz =4 como Io(1) = Ax[1+1] =24 = 24 =14
Io(z) =I(x f2xdx—000molQ() Ax[xg+ (—20)]=0 = 0=0
Io(z?) = I = [? 2% dr = 16/3 como Ig(22) = A [23 + (—x0)%] = 2422 = 2Az% =16/3

Resolvendo esse sistema, obtém-se: A =2 e g = + \% = £ 1.154700.
(ii) [0.5] Prove que Io(Ps) = I(Ps) onde P3(z) é um polinoémio de grau < 3.
SOLUCAO:

onde P3(z) é um polinomio de grau < 3, basta mostrar que grau
3. Observamos que a férmula de quadratura utilizada no item

Para que Io(P3) = I(Ps)
de precisao de Ig(f) é r >
anterior cumpre IQ(l) = I(1), I, ( ) I( ), Ig(z?) = I(2?). Além disso, temos Io(z?) =
Ax[z3+(—z Azl —af) = = (z*)L, = 0. Portanto o grau de precisao de I (P)

ér>n= 3
5. Considere a integral I(f) = f13(x2 +In(1 + z))dz.

(a) [1.0] Utilizando a férmula de quadratura Gauss-Legendre com N = 3 pontos (I3(f)),
obtenha o valor de I(f).

SOLUCAO:

Como o intervalo de integragao nao é [—1, 1] vamos introduzir uma mudanga de varidveis:
x=bp ooy =24 2t =24t demaneiraquez € [1,3] = te[-1,1]e

/f b_a/_1f<a;b+b;at> dt—/_llf(2+t)df

A férmula de Gauss-Legendre com N = 3 pontos é dada por:

I(f) = Ao f(2+m0) + Ar x f(2+ 31) + Az + f(2+ 22),
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onde xg, 1 € x5 sao os zeros do polinomio de Legendre de grau 3. Da tabela obtemos os valores
dos zeros e dos coeficientes Ay, A; e As:

| x; | —0.7745966692 0 0.7745966692 |
| A; | 0.5555555556 | 0.8888888889 | 0.5555555550 |

Como f(x) = 2% +In(1 + z) entdao: f(2+ zo) = f(1.225403) = 2.301550, f(2 +z1) = f(2) =
5.008612 ¢ f(2 + x3) — f(2.774596) — 9.026676. Portanto

I(f) = Ao*x f(2+a0) + A1 * f(24x1) + Ao x f(2+ 22)
I(f) ~ (0.5555555556%2.301550+0.8888888889%5.098612+0.5555555556%9.026676 = 10.825558.

(b) [1.0] Calcule I(f) pelo método de Simpson 1/3 com N =6 (I3(f)).
SOLUCAOQO: Primeiro, h = (3 —1)/6 = 0.33333 e montamos a tabela com o valor de f(x)

nos pontos:

T 1.0 1.33333 | 1.66667 | 2.00000 | 2.33333 | 2.66667 | 3.00000
fx;) | 1.693147 | 2.62507 | 3.75860 | 5.09861 | 6.64841 | 8.41039 | 10.38629

0.33333
Logo, I3(f) =

6.64841) } = 10.825526.
(c) [0.5] Qual dos valores I3 (f) ou IS3(f) é o mais preciso?

SOLUCAO:

{1.693147+ 10.38629+4x (2.62507+5.09861+8.41039) +2(3.75860 +

Note que
3 3 3 3
/ (2% + In(1 + z))dz = / 22dx + / In(1 + x)der = 26/3 + / In(1+ x)dx.
1 1 1 1

Para resolver a integral f13 In(1 + x) dxr vamos substituir y = = + 1 e dy = dz, donde

/13 In(l+z) de = /24 In(y) dy.

Integrando por partes considerando v = In(y), du = idy, dv = dy e v =y temos:

4

4
—/ 1dy=4In(4) —2In(2) — y
2 2

— In(64) — 2 = 2.158883

4
2

/2 In(y) dy = yIn(y)

3
= / (z* + In(1 + z))dz = 26/3 + 2.158883 = 10.825549.
1

Calculando os erros obtemos: |I(f) — I3(f)] = [10.825549 — 10.825558] = 0.000009 e
\I(f) — IS(f)| = 10.825549 — 10.825526| = 0.000023. Portanto, podemos concluir que I3 (f) =
10.825558 é mais preciso que I5(f) = 10.825526 (desde que I3 (f) forneceu o menor erro.).
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. v =yd+2?), oz € 00,06
6. [1.5] Considere o PVI: { y(0) = 1.0

y(0.4) pelo método de Euler Modificado.
SOLUCAO:

. Tome h = 0.2 e obtenha

Como h = 0.2 tem-se: g =0, x1 = 0.2, 2o = 0.4 e z3 = 0.6. O método de Euler modificado
fornece as equagoes:

Yir1 = Yj +hx* f(a;,y;)

h _
Yit1 = Y; + 5[f(£’«“j>yj) + (%51, Uj41)]-

e j = 0: Calculo de y;, considerando h = 0.2, o =0, yp =1 e 1 = 0.2
f(zo,90) = yo(1 +23) =1
Y1 =yo+hx f(zo,90) =1+02%1=12
fzr, 1) = (1 + 22) = 1.2(1 + 0.04) = 1.2480
Y1 = Yo + L[ f (0, yo) + f21,51)] = 1+ %2[1 + 1.2480] = 1.2248

e j = 1: Célculo de yo, considerando h = 0.2, x1 = 0.2, y; = 1.2248 e x5 = 0.4
flay, 1) =y (1 + 2%) = 1.2248(1 + 0.04) = 1.273792
U2 =11+ h* f(z1,y1) = 1.2248 + 0.2 % 1.273792 = 1.479558
[, 72) = Uo(1 + 23) = 1.479558(1 + 0.16) = 1.716287
Yo = Y1 + g[f(xl, y1) + f(w2,92)] = 1.2248 + %2[1.273792 + 1.716287] = 1.523808

Portanto y(0.4) = yo = 1.523807.



