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Complexidade - Divisão e Conquista
● Seja T(n) o tempo de execução do pior caso para uma entrada n.
● Se n é par, a estratégia é de ordem O(n) para separar os valores em 2 

metades
● Leva T(n/2) para resolver cada metade (pior caso, claro…)
● Finalmente, O(n) para combinar as soluções provenientes das 2 chamadas 

recursivas. 
● O tempo de execução T(n) satisfaz a seguinte relação de recorrência:

>>>>  T(n) ≤ 2T(n/2) + cn.      (para n > 2)

       >>>> T(2) ≤ c                  informalmente, fazemos:  T(n) ≤ 2T(n/2) + O(n)



Prova por Árvore de Recursão 



Complexidade: Divisão e Conquista 
● nível 0: problema de tamanho n: c(n) + recursões...
● nível 1: 2 problemas tam = cn/2:   2 cn/2 = cn + recursões subsequentes
● nível 2: 4 problemas tam = n/4: 4 cn/4 = cn + recursões….
● qual o padrão? 

○ No nível j da recursão,o nro de subproblemas dobra j vezes >>> 2j

○ O tamanho de cada subproblema encolhe por um fator de  2j  . Tam subprob = n /  2j 
○ O nível j contribui com um tempo de   2j(cn/ 2j) = cn

● Somando todos os níveis da recursão
○ vimos que cn se repete em todos os níveis. 
○ O nro de vezes que a entrada deve dividida ao meio de n até 2 é log2n

● Somando-se cn  para todos os log n níveis de recursão dá: O(n log n)
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Contando inversões

Inversões
3-2, 4-2Outro 1 43 2 5

32 4 5
A B C D E
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4 8 10 21 5 12 11 3 76 9



Contando inversões:  Dividir-e-Conquistar
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4 8 10 21 5 12 11 3 76 9

Dividir:  O(n).



Contando inversões:  Dividir-e-Conquistar
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4 8 10 21 5 12 11 3 76 9

4 8 10 21 5 12 11 3 76 9
5 inversões no azul 8 inversões no verde

Dividir:  O(1).

Conquistar:  2T(n / 2)

5-4, 5-2, 4-2, 8-2, 10-2 6-3, 9-3, 9-7, 12-11, 12-3, 12-7, 11-3, 11-7



Contando inversões:  Dividir-e-Conquistar
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4 8 10 21 5 12 11 3 76 9

4 8 10 21 5 12 11 3 76 9
 5 inversões no azul 8 inversões no verde

Divide:  O(1).

Conquer:  2T(n / 2)

Combinar:  ???

Total = 5 + 8 + 9 = 22.



Contando inversões:  Combinar
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Contar:  O(n)

Mesclar:  O(n)

10 14 18 193 7 16 17 23 252 11

7 10 11 142 3 18 19 23 2516 17

6 3 2 2 0 0



Contando Inversões:  Implementação

Sort-and-Count(L) {
   if list L has one element
      return 0 and the list L
   
   Divide the list into two halves A and B
   (rA, A) ← Sort-and-Count(A)
   (rB, B) ← Sort-and-Count(B)
   (rB, L) ← Merge-and-Count(A, B)

   return r = rA + rB + r and the sorted list L
}
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Pares de Pontos mais Próximos
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Pares de Pontos mais Próximos:  Primeira Tentativa

L
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Pares de Pontos mais Próximos:  Primeira Tentativa

L
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Pares de Pontos mais Próximos
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Pares de Pontos mais Próximos
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parece  Θ(n2) 



Pares de Pontos mais Próximos

δ
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Pares de Pontos mais Próximos
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Pares de Pontos mais Próximos

● δ

● ∊ a uma distância de no mínimo  3

● …
● δ

●
a uma distância de no mínimo  3

● a uma distância de no mínimo  3

●

●
a uma distância de no mínimo  3

i

2 linhas



Algoritmo
Closest-Pair(p1, …, pn) {
   Compute separation line L such that half the points
   are on one side and half on the other side.

   δ1 = Closest-Pair(left half)
   δ2 = Closest-Pair(right half)
   δ  = min(δ1, δ2)

   Delete all points further than δ from separation line L

   Sort remaining points by y-coordinate.

   Scan points in y-order and compare distance between
   each point and next 11 neighbors. If any of these
   distances is less than δ, update δ.
   return δ.
}

O(n log n)

2T(n / 2)

O(n)

O(n log n)

O(n)





Pares de Pontos mais Próximos:  Análise
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Método da Bissecção
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Método da Bissecção



a b d = (a+b) / 2 f (1000,2,10%,d) ação

0.01 1100.00 550.005 54.9895 aumentar

550.005 1100.00 825.0025 -522.50525 diminuir

550.005 825.0025 687.50375 -233.757875 diminuir

… … … … …

… … 576.190476 |error| < ε parar

ε

Método da Bissecção
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UVa 907 – Winterim Backpacking Trip
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UVa 907 – Winterim Backpacking Trip


