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\Algoritmos Avancados
SCC-210

Backtracking

Joao Batista
N

If all you have is a hammer, everything looks like a nail
- Abraham Maslow, 1962
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Backtracking

#Técnicas de busca exaustiva geram todas as solucdes
4 fa ~ . -
V" candidatas e entao identificam aquela (ou aquelas) com
a propriedade desejada

#A ideia do Backtracking, ao contrario, é construir

solucoes parciais e avalia-las da seguinte maneira:
- Se a solucao parcial pode ser continuada, sem violar
0s objetivos, entao, faca-o, incorporando um
préximo componente legitimo

- Se nao ha nenhuma opcao legitima, nenhuma
alternativa restante precisa ser considerada.

- Backtracking usa conceito de arvore de estado-
espaco.
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Backtracking: 4 Queens!
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Backtracking

#Estratégia interessante que pode ser usada
para resolver problemas combinatoriais
dificies.

4 A arvore estado espaco sdo criadas no estilo
DFS (depth first search)
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Exemplo 1: Palavras

/R

#\Vamos supor gueremos gerar todas as
possiveis “palavras” de MAX letras
utilizando uma string.

# Cada posicao do vetor ira armazenar
uma letra.

# Tal problema simples pode ser utilizado
para ilustrar a construcao de um
algoritmo de backtracking.
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Exemplo 1: Palavras

/R

# Todo algoritmo de backtracking possui
algumas caracteristicas em comum:

" Uma condicao que verifica se uma solucao foi
encontrada;

" Um laco de tenta todos os valores possiveis
para uma unica variavel discreta;

= Uma recursao que ira atribuir valores as
variaveis sem valores até o momento.
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H-#includEﬁstdio.h}
#define MRAX 5

/R

void backtracking(char v[], int k)

{
char letra;

if (k == MRX)
printf ("%s\n", v);

else
for (letra = 'z2'; letra <= "'z'; letrat++)
{
vik] = letra;
backtracking (v, k + 1);
}
}
int main/()

{
char v[MRX+1];

vI[MAX] = "“O0';
backtracking(wv, 0);
return 0;
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Exemplo 2: Percurso do
Cavalo

/R

# Um segundo exemplo de problema que
se pode tratar com backtracking é de
gerar percursos em tabuleiros:
= Pode-se encontrar um percurso realizado por

um cavalo que visite todas as posicoes de um

tabuleiro, sem passar pela mesma posicao
duas vezes.
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Exemplo 2: Percurso do
Cavalo

/R

$include<=stdioc.h>
$define SIZE 8

bool marked[5IZE] [SIZE]:

char moveszs[2][2] = {-1, -2,

bool walid(char ) {
retorn (v >= 0) && (v < S5IZE);
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Exemplo 2: Percurso do
Cavalo

A
\d

vold backtracking(char lin, char col, char k) {
char new lin, new col, 1i;

if (k == BIZE*5IZE-1) {
printf ("There exists a path!\n");

P else
for (1 = 0; 1 < 8; i++) {
new col = col + moves([1] [0];
new lin = 1lin + moves[1i] [1];
if (valid(new 1lin) && wvalid(new col) && !marked[new lin] [new col]) {
marked[new lin] [new col] = truoe;
backtracking(new lin, new col, k+l);
marked[new lin] [new col] = false:
X
}
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Exemplo 2: Percurso do
Cavalo

A
\d

int main{) {
int i, j»
char o

for (1 = 0; i <« S5IZE; i++)
for (j = 0; j < SIZE; j++)
marked[i] [J] = fal=e;

marked[SIZE/2] [SIZE/Z2]) = trume:
backtracking (SIZES2, SIZE/S2, 0);:
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Template Backtracking

A
\
hool finished = FALIE: A% Found all selutions vet? *=7
hacktrack(int a[], int k, data input) | Verifica se é solucao
{
int c[MAXCANDIDATES] £* candidates for next position */
int nocandidates; S* next position candidate count *5
int i:; A% counter *
1f (finished) return; / /¢ terminate ea2rly||ncrementa contagem

if (iz a solution(a,k,input])] e/ou imprime 3 SO|UCéO

o process solutionia, k, input) ; -_— - =

N else | e/ou forca interrupcao do
O o= s algoritmo (“finished” =
O L

n construct candidates(a, k, input, o, &1 TRUE), etc

| for [(i=0; i<ncandidates; i++) {

4 alk] = c[il:

}3 backtrackia, k, input] ;

< ' Preenche o vetor ¢ com no. “ncandidates” de valores

Z ' possiveis para alk], dados os k-1 valores anteriores, e
3 ' retorna esse no. Note que nao é tao eficiente em termos
£ de memédria, pois ¢ é gerado de uma sé vez e

g armazenado na pilha de recursao.
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Exemplo - 8 Queens

/*@Problema:

" 8 rainhas no tabuleiro

/R

"= Nenhuma sob ataque

@Exemplo de Quase Solucao:|y
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Exemplo - 8 Queens

@ Representacdo 1:

/R

= \etor bindrio com 82 = 64 elementos

= Elemento é 1 caso a posicao estiver sob ataque e 0 caso nao
estiver

m 264 =1,85x 10 possibilidades...

@Representagéo 2:
= \etor de inteiros com 8 elementos

= Elemento assume valor x € {1, ..., 64}, que indica a posicao da
rainha no tabuleiro

" 64 x63x62x61x60x59x58x%x57
possibilidades

1,78 x 1014

U
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Exemplo - 8 Queens l:l

%R—Eepresen acao 3 (Poda de Simetrias):

= Representagao 2 coma, >a,>...>a

n

= Reduz o nUmero de solucdes em 8! vezes (permutacoes): =
4,42 x 10°

%Representagao 4 (1 rainha em cada linha/coluna):
Vetor de inteiros com 8 elementos
= Elemento assume valor x € {1, ..., 8}, que indica posicao na linha/col.
= 8! =40320 possibilidades!

= Verificando para cada elemento a, quais os valores candidatos que
nao colocam a rainha correspondente sob ataque das k-1 anteriores,
reduz-se significativamente esse numero para 2057 possiveis
seqUéncias, das quais apenas 92 sao solucodes (pode-se obter isso
experimentalmente).

15
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Exemplo - 8 Queens

/R

construct candidates(int af], int k, int n, int c[], iInt *ncandidates)
i

int i,7: A% counters */
bool legal move; A% might the move be legal? */
*noandidates = 0O

for [(i=1; i<=n; i++) {
legal mwowve = TRUE!
for (j=1:; j<k; Jj++) {

if (sbs((k)-]) == shs(i-al[]j]l)) /* diagonal threat #*/
legal move = FALSE;
if (1 == a[j]) A% column threat #=/
legal move = FALSE:
h
if (legal move == TRUE) {
o[ *ncandidates] = 1i:
*noandidates = Fnoandidates + 1;

tornasse FALSE.
16
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Exemplo - 8 Queens

L

/R

is & solution(int af[], int k, int n)
{

return [(k == n):

int solution count; /% kow many solutions are there? */

process solution(int &af], int k)
{

snlutinn_cnunt ++:

Hdefine NMAX 5
Hdefine MAECANDIDATES 5

wain()l 1
int a[NMAE+1]: A% solution vector *

A% Fipat cell ignored *7
backtrack(a,0,NMLX) ;
printfi"Snlutinn_cnunt=¢din";SDlutiDn_cDunt];
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Forward Checking

/R

¢ E possivel antecipar fracassos inevitaveis
dado o estado corrente de atribuicoes ?

¢ Forward Checking (FC): mantém
controle dos valores remanescentes
consistentes para cada variavel ainda nao
atribuida.

¢ Antecipa o retorno (backtrack) quando
alguma dessas variaveis se torna
infactivel, ou seja, fica com um dominio
nulo de valores legais.
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Exemplo: Problema 4
Queens

X1 X2
L5 3 4 {1,2,3,4} {1,2,3,4}
1
2
3
4 X3 X4

{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Exemplo: Problema 4
Queens

/R

X1 X2
s s {1,2,3,4) {1,2,3,4)
+eoee®
2l @
3 o
4 @ X3 X4

{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Exemplo: Problema 4
Queens

/R

X1 X2
> a4 (1,234} |[{ ., 3,4}
14+ 00e
2l @
3 o
: @ X3 X4

{ .2, ,4} { .2,3, }
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Exemplo: Problema 4
Queens

/R

X1 X2
> a4 (1,2,3.4Y  [{, 3.4}
14+ 00e
2l 90
35 + 0@
. AL X3 X4

{ .2, ,4} { .2,3, }

o
—
o
)
O
n
I
0
o
o]
©
&
c
S
<
)
o
£
S
o
<

22



Exemplo: Problema 4
Queens

/R

X1 X2
{1,2,3,4} { ., .,34}

3

C
@
+

9000 .
90 O -

~ W NN -

X3 X4
{ ’ ’ ’ } { ’21 ’ }

Nesse ponto FC detecta a inconsisténcia em X3 e antecipa o
backtrack, indo imediatamente para o préximo valor de X2.
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Exemplo: Problema 4
Queens

X1 X2
Lo 3 4 { .,2,3,4} {1,2,3,4}
1l @
24+ 00e
3/ @
4 ® X3 X4

{1,2,3,4} {1,2,3,4}
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Exemplo: Problema 4

Queens

X1 X2
1 2 3 4 { 121314} { ’ 14}
1 @
24000
3 @
) ® X3 X4
{11 13; } {1; 13;4}

25
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Exemplo: Problema 4

Queens

X1 X2
1 2 3 4 { 121314} { ’ 14}
1 @
24000
3 9@
e <UL IS X4
{11 13; } {1; 13;4}
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Exemplo: Problema 4

Queens

X1 X2
1 2 3 4 {.2,3.4} {1, ., .4}
1 @
2+ 00 e
30 9@
i +ree X3 X4
{1, , ., } {1, .3, }
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Exemplo: Problema 4
Queens

X1 X2
1 2 3 4 {.2,3.4} {1, ., .4}
1 9+ @®
2+ 00 e
30 9@
i +ree X3 X4
{1, , ., } {1, .3, }
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Exemplo: Problema 4
Queens

~ W NN -

000+
o 00-

+ 000

X1
{ 7213’4}
X3
{1I ’ ’ }

29




Exemplo: Problema 4
Queens

X1
1 2 3 4 {,2,34]
1l @+ @
2400 e
3 00+
4 +0e X3

{1’ ’ ’ }
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Exemplo - Coloracao de

Grafos

/R

o~ Morthern
4 Territory

Western Queensland "
Australia Ny

South
Australia

Mew South Wales y

Sy

Tasrr'h;a. nia _:'

&S &,

WA NT Q NSW Vv SA T

N




Exemplo - Coloracao de
Grafos

o
—
N
O
O
n
I

Algoritmos Avancados




Exemplo - Coloracao de
Grafos
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Exemplo - Coloracao de
Grafos




Forward Checking

/R

M !

WA NT 0Q NSW v SA T ‘o
I I I Ire IreIre
| "EEfEErEErE] FEjEEE O,

% Atribuicao: {WA = red}

4 Efeito sobre as outras variaveis conectadas por restricoes:
= NT nao pode mais ser red
= SA ndo pode mais ser red

35
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Forward Checking

SIS S~ S @"o

/R

o

WA NT Q NSW v SA T @‘@
BN E[ErE[ErEEr e E[E T E[E T . O
] "EErEErEErE] FE[jEEE ®
] E[ e EErE] EEfE

4 Atribuicao: {Q = green}

4 Efeito sobre as outras variaveis conectadas por restricoes:
= NT ndo pode mais ser green
= NSW nao pode mais ser green
= SA nao pode mais ser green

36
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Forward Checking

s s o

/R

o

WA NT Q NSW v SA T @‘@
BN E[ErEE N E[E T E[E N E[E e O
] "EErEErE[ErE] FE[ErE ©
] e mErE] I
] (1 I | (I
4 Se V é atribuido blue
4 Efeito sobre as outras variaveis conectadas por restricoes:

= NSW nao pode mais ser blue.
= Dominio legal de SA é vazio !

4 FC detectou que a atribuicao parcial descrita é
inconsistente com as restricoes do problema e backtrack
sera antecipado.

37
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Heuristicas para
Backtracking

* O uso de heuristicas em algoritmos de backtracking
podem acelerar significativamente o processo de busca,
especialmente quando combinadas com mecanismos
antecipativos, como FC.

/R

* Duas heuristicas de propdésito geral referem-se as
seguintes questoes:

* Qual a préxima variavel a ser atribuida ?
* Em qual ordem os valores candidatos devem ser tentados ?

38
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Qual a Proxima Variavel?

/R

" Dado um conjunto parcial de atribuicoes, a escolha
da préxima variavel a ser atribuida deve ser no
sentido de direcionar ao maximo a busca a
caminhos com potencial de solucao, evitando
longos caminhos infrutiferos e retornos
desnecessarios pela arvore de busca.

= Fato: qualquer variavel tera necessariamente que
ser atribuida em algum momento.

= Conclusao: deve-se priorizar variaveis mais
criticas com relacao a restricoes, pois essas sao as
potenciais causadoras de infactibilidades e

backtracks na busca.
39
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Heuristica MRV

V = Minimum Remaining Values

\—L;—* _"“\—L;; —-—‘\Qﬁ: T ‘\%L-

® Regra: Escolher a variavel com o menor niumero de valores legais
a serem atribuidos dadas as atribuicdes de variaveis anteriores.

® |déia: Selecionar a variavel mais restrita, evitando uma provavel
perda de tempo com a atribuicao de outras variaveis que
acabariam a tornando infactivel e forcando um backtrack.
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Heuristica Degree

N NG N ™
- - . -
Rt "\ et

® Regra. escolher a variavel que esta envolvida em um maior
numero de restricdes junto a outras variaveis ainda nao
atribuidas.

& |déia:

= Selecionar a variavel que possui o maior potencial de se tornar
infactivel apds a atribuicao das demais.

/R

= Essa variavel também é aquela que mais ira restringir as demais
apos sua atribuicao, possivelmente antecipando um retrocesso na
arvore por deteccao de infactibilidade via FC.

® Aplicacao: Embora menos eficiente que MRV, é usualmente
utilizada para decidir empates nessa ultima (e.g. no caso da
primeira variavel).

41
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Qual o Proximo Valor ?

/R

= Dado um conjunto parcial de atribuicoes, a
selecao do proximo valor a ser atribuido a uma
dada variavel deve ser no sentido de direcionar a
busca a caminhos com potencial de solucao,
evitando caminhos infrutiferos e retornos
desnecessarios pela arvore.

= Fato: nao necessariamente um Unico valor pode
ser atribuido a uma determinada variavel sem
gue isso implique a inexisténcia de uma solucao.

= Conclusao: deve-se priorizar valores menos
criticos com relacao as demais variaveis ainda

nao atribuidas.
42
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Heuristica do Valor Menos
Restritivo

/R

‘. Allows 1 value for SA

\_Lf:_"\_ﬁi_"\gﬁi< GEA, oo

o

; 0
. O L
"I’ ¢ Regra: dada uma variavel, escolha os seus @‘@
2 valores a partir do menos restritivo, I.e. )
8 daquele que deixa o maximo de flexibilidade ™
g para as atribuicoes de variaveis

2 subseqientes.

g
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Topicos Avancados ok
S S~ S S

WA NT Q NSW vV SA T

/R

I I I I Ire 1rer
| e T T

—wi/‘

# O tipo de propagacdo de restricées implementado por FC ndo é
capaz de detectar antecipadamente todas as possiveis
inconsisténcias:

= e.g. NT e SA ja nao podiam ser azuis antes da atribuicdo de V!
# Abordagens de propagacao de restricdes mais sofisticadas:

= Consisténcia de Arcos
= k-Consisténcia

= Consisténcia de Restricoes Especiais
44
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Topicos Relacionados

# Métodos Heuristicos de Busca Local:
= Hill Climbing;
= Busca Tabu:

/R

®» Conflitos Minimos:

* Seleciona um novo valor para uma dada variavel (e.g.
escolhida aleatoriamente) que resulte em um menor
numero de conflitos com as demais variaveis.

# Métodos Heuristicos de Busca Global:
= Algoritmos Evolutivos (e.g. GAs);

= Algoritmos de Enxame (e.g. PSO, ACO,
etc).
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Topicos Relacionados

7 N E¥E N N FN¥E =
LK a3 B B B
H B ¥ B Ee
W - il E¥N =
¥ N EE WNNBN
M N N-F ) N NN W
HyE B B @ Ny¥N N =
B B BB | § 5 S¥N

4 Uma solucao de dois passos para o problema das 8 rainhas
utilizando a heuristica dos conflitos minimos.

4 Em cada passo uma rainha é re-posicionada em sua coluna.

4 O algoritmo move a rainha para o quadrado de conflito
minimo, resolvendo empates aleatoriamente.

# Heuristica bastante insensivel ao tamanho n no problema
mais geral das n-rainhas: Resolve para n = 1 milhao em
média em 50 passos !!!

46
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Algoritmo: conflitos
MiNimos
/ function MIN-CONFLICTS(csp, max_steps) return solution or failure

inputs: csp, a constraint satisfaction problem
max_steps, the number of steps allowed before giving up

/R

current « an initial complete assignment for csp
for i = 1 to max_steps do
if current is a solution for csp then return current

var « a randomly chosen, conflicted variable from
VARIABLES[csp]

value < the value v for var that minimize
CONFLICTS(varnyv,current,csp)

set var = value in current
return failure
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Percurso do Cavalo

Revisitado

# O problema do
percurso do cavalo
envolve encontrar
um caminho
Hamiltoniano (similar
ao TSP) e & NP-
Completo, portanto

/R

[ 2N,

2
Y

&3

exponencial.

QA
A

W,
F

# Entretanto, as
regularidades

{
-

§ \

existentes permitem
encontrar algoritmos

=S

|
>

lineares.
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Percurso do Cavalo

/R

Revisitado

# 0 algoritmo de
Warnsdorff (1823)
funciona bem
para tabuleiros
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até 76x76 e
privilegia
posicoes com
POUCO sucessores
(Isolados).
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Percurso do Cavalo
Revisitado

/R
\

# E outros algoritmos
linerares (Conrad et
al., 1994) e Eon e in,
baseados em redes AT n ___"" “"-t""'.;“r"a"

NG R ECO)

neurais (Takefuji &
Lee, 1992) podem
solucionar grandes
instancias.
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