Problema do Caminho Mais Curto

" Podemos afectar pesos" aos arcos de um grafo,
por exemplo, para representar uma distdncia entre
cidades numa rede ferrovidria:
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Problema do Caminho Mais Curto
Shortest Path Problems

Estes grafos ponderados podem ser usados para
modelar redes de computadores com tempos de
resposta, ou com custos de ligagdo.

Uma das questdes mais interessantes que podemos
investigar com estes grafos é:

Qual é o caminho mais curto entre dois vértices no
grafo, ou seja, o caminho com a soma minima de
pesos?

Isto corresponde a ligagdo mais rdpida, ou a ligagdo
mais econémica numa rede de computadores.




Problema do Caminho Mais Curto

Algoritmos:
- Distancia mais curta de um vértice origem e todos
os outros vértices do grafo
Dijkstra - custos ndo negativos; ((n2)

Ford - custos gerais
(sem ciclos comprimento negativo)

Algoritmo de Partigdo- custos gerais; O(nm)
(sem ciclos comprimento negativo)
- Distdncia mais curta entre todos os pares
de vértices do grafo

Floyd - custos gerais; O(n %)
(sem ciclos comprimento negativo)

Problema do Caminho Mais Curto
Aplicagdes:

- Concepgdo de redes de comunicagdes

- Problemas de transporte

- Problemas de distribuigdo

-  Substituigdo de equipamento

- Método do caminho critico

- Dimensdo dos lotes de produgdo

-  Sub-problema de outros algoritmos
(carteiro chinés, caixeiro viajante)




Problema do Caminho Mais Curto
Substituigdo de equipamento:

Cij

O Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra (rotulagdo permanente - /abe/
setting algorithm) é um procedimento iterativo que
determina o caminho mais curto entre um vértice origem s
e todos os outros vértices do grafo.

Associa um raotulo a cada vértice, que corresponde a
distancia mais curta entre o vértice e a origem s.

Os rétulos sdo tempordrios, e em cada iteragdo um rotlo
transforma-se em rétulo permanente, (encontrada a
distancia mais curta para esse vértice).

Faz uso da propriedade de ndo existir custos negativos.




O Algoritmo de Dijkstra

Teorema: o algoritmo de Dijkstra
determina correctamente a distancia mais
curta do vértice s para cada um dos
restantes vértices do grafo.

Prova:

Vértices com distdncia + curta

encontrada
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O Algoritmo de Dijkstra

Disténcia + curta de F a D
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O Algoritmo de Dijkstra

input: digrafo G = (V, A), com custos nao negativos

output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices

begin
X = {s}; X :=V —{s}; d(s) := 0; pred(s) := —;
for all j € X do
if (s,7) € A then d(j):= c,j; pred(j):=s
else d(j):= +oo; pred(j):=0
while X #V do
begin .
(comentdrio: seleccdo de vértice 1)
seja i o vértice de X : d(i) = min ¢ g {d(5)}
(comentdrio: rotulagio permanente)

X=Xu{i} X=X - {i};

2 V4

(comentario: andlise dos sucess. de i com rétulos temporirios)

for all j € X : (i,j) € A do

if d(j) > d(i) + ci; then d(j) := d(3) + ei5s pred(s) := i;

end;
end;

Algoritmo de Dijkstra

O Algoritmo de

s SRR | vy
5 P vt ] 7 ‘3“!
4 2
] vy

i X

Dijkstra

input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin
X = {s} X2V — {s}; d(s) = 0; pred(s) =~
for all j € X do
if (5,) € A then d(j):= cyj; pred(j) = s
else d(j) = +o0; pred(j) =0
while X #V do
begin
(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
4ri lagio permanente)
X=Xu{d; X=X -{ih
(comentério: analise dos sucess. de i com rétulos terapordrios)
for all j € X : (i,5) € A do
i d(§) > d(i) + ci; then d(3) = d(i) + ey pred(j) = i;

Algeritmo de Dijkstra

(s}

o0 ©0 o0 o0

d(s) dlvi) divs) dlus} dlvy) dlvs) dlve)
o 2




O Algoritmo de

b 1 il
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Seleccionar v

Dijkstra

input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices

begin
X 1= {s); X2V = {s}; d(s) = 0; pred(s) =~
for all j € X do
if (s,7) € A then d(j):= c,j; pred(

else d(j) :
while X #V do
begin

(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
(comentério: rotulagio permanente)
X=xu{i); X:=X-{i}
(comentério: analise dos sucess. de i com rétulos terapordrios)
for all j € X : (i,5) € A do

if d(7) > d(i) + c;; then d(j) = d(§) + ey pred(s) :

+oo; pred(j)

i

Algeritmo de Dijkstra

(s}

d(s) g dlvs) dlvs) divy) dlvs) dlve)
o 2 8
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Seleccionar v

Dijkstra

input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin
X = {s} X2V — {s}; d(s) = 0; pred(s) =~
for all j € X do
if (5,7) € A then d(j
else d(j) :
while X #V do
begin
(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
(comentério: rotulagio permanente)
X=xu{i); X:=X-{i}
(comentério: analise dos sucess. de i com rétulos terapordrios)
for all j € X : (i,5) € A do
if d(7) > d(i) + c;; then d(j) = d(§) + ey pred(s) :

= cyj; pred(y
+oo; pred(j)

i

Algeritmo de Dijkstra

{s}

d(s) g dlvs) dlvs) divy) dlvs) dlve)
o 2 8

o0 ©0 o0 o0

v {s,m} 7 3 8




O Algoritmo de Dijkstra

input: digrafo G = (V, 4), com custos nio negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
s SRR | va begin
4 X = {s} X2V — {s}; d(s) = 0; pred(s) =~
5 E 53 7 ] for all j € X do
if (5,7) € A then d(3):= c,j; pred(j
4 2 else d(j) = +o0; pred(3)
- e while X#V do
begin
(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
o ] (comentdrio: rotulagio permanente}
X =xuli X - {is
i o v i (comentario: andlise dos sucess. de § com rétulos tempordrios)
forall jeX:(i,j)€ Ado

P

i d(j) > (i) + ci; then d(j) = d(i) + ey pred(j) = i;

Algeritmo de Dijkstra

di ) M d(h':] d(v) divy) d(vs) dlve)

8 oo T o0 end;
Seleccionar v Seleccionar vy
i X
{s]
{s,m}

X

O Algoritmo de Dijkstra

input:
output:
begin
X 1= {s); X2V = {s}; d(s) 1= 0; pred(s) =~
for all j € X do
i (5,5

v 1

g
L

[] oo T

oo

Seleccionar v Seleccionar vy

digrafo G = (V, A), com custos ndo negativos
caminho mais curto entre o vértice s e todos 0s outros vértices

= cyj; pred(y
+oo; pred(j)

)€ Athen d(j
else d(j):

4 while X #V do
begin

(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
(comentirio: rotulagio permanente)
X =Xu{i)
(comentario: andlise dos sucess. de § com rétulos tempordrios)
forall jeX:(i,j)€ Ado

if d(5) > d(i) + c;; then d(j)

(i) 4 ey pred(j) = i;

end;

Algeritmo de Dijkstra

{s]
{s;m}
[ {s, vy, va}

d[ ) M d(vs) d{vs) d{vy) dlvs) dlve)
8

)
7 8
13

10 6




O Algoritmo de Dijkstra

input: digrafo G = (V, ), com custos n3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
s SRR | va begin )
9 X 1= {s); X2V = {s}; d(s) = 0; pred(s) =~
5 53 7 ] for all j € X do
§ if (s,7) € A then d(j):= c,j; pred(
4 2 else d(j) = +00; pred(j)
while X #V do
w % begin
(comentario: selecgio de vértice {)
sefa i 0 vértice de X : (i) = minjeg{d()}
o 3 (comentério: rotulagao permanente)
X=Xufih X - ()
(comentdrio: andlise dos sucess. de i com r6tulos texapordios)
" 9 8 sl forall jeX:(i,j)€ Ado
if () > (i) + ci; then d(j) = d(i) + ey pred(j) := i
end;
(] oo T ] end;
elecci Seleccionar ¢
Selecelonar o iz Z: Algaritmo de Dijkstra
13 i X ) M ) di) dlw) dl) dv)
{s]
{s;m}
T 10 va {s,v,va} ID

Seleccionar vy

José Ant® Oliveira
DPS — UMinho 2005

Complementos Investigagdo Operacional
Semana 2: Caminho mais curto

w

O Algoritmo de Dijkstra

input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
s SRR | va begin )
9 X 1= {s); X2V = {s}; d(s) 1= 0; pred(s) =~
5 53 7 ] for all j € X do
§ if (5,7) € A then d(j) = c,j; pred(j
4 2 else d(j) = +oo; pred(s)
while X #V do
i i begin
(comentario: selecgio de vértice {)
seja i o vértice de X : (1) = min;e g {d(7)}
s 3 {comentério: rotulagio permanentc)
X=Xufih X - ()
(comentdrio: andlise dos sucess. de i com r6tulos texapordios)
o0 0 8 2 forall j € X:(i,5) € A do
if d(7) > d(i) + ; then d(j) := d({) + ci; pred(j) i= i
end;
(] oo T ] end;
elecci Seleccionar ¢
Selecelonar o iz Z: Algaritmo de Dijkstra
12 y + X dM M d(h'zl dfvs) d(u) G'Il-‘.s} d[u.}
{s]
{s,m}
T 10 v {s,v1,2} ID
Seleccionar vs vg {s,t1,v3, 05}
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O Algoritmo de Dijkstra
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Seleccionar v

f
Seleccionar vy
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input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin

X = {s}; X2V — {s}; d(s):= 0; pred(s) :

g for all j € X do
if (5,4) € A then d(j) = cyj; pred(j
else d(j) = +oo; pred(s)
while X #V do
begin
(comentacrio: selecgo de vértice i)
seja. i o vétice de X : d{i) = min;e{d(7))
3 {comentério: rotulagio permanentc)
X=xu{i); X:=X-{i}
s i (comentario: anlise dos sucess. de i com rétulos terpordrios)
for all j € X : (i,5) € A do
if d(7) > d(i) + ;5 then d(j) = d(i) + e pred(F) =
end;
7 ] end;
Seleccionar vy .
Algoritmo de Dijkstra
N 124X dls) g divs) d{vs) div) d(vs) d(ve)
{5} 0 (2 )
v {s,u} @
T ] va {5,010} 10 13
Seleccionar w vs {501, 09,05) 9
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O Algoritmo de Dijkstra
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f
Seleccionar vy

José Ant° Olivei

DPS — UMinho 2005

| 1 )
ks
5 7
4
vy vy
O
o0 0
o0
12 0
10

ra

vg
3
8
T (-]
Seleccionar vy
T 9

Seleccionar vz

12

Complementos Investig:

input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin
X = {sh X2V - {s}; d(s)
for all j € X do
if (s,7) € Athen d(j)
else d(j) =
while X #V do
begin
(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
(comentério: rotulagio permanente)
X=xXxu{i; X=X
(comentério: analise dos sucess. de i com rétulos terapordrios)
for all j € X : (i,5) € A do
if () > (i) + ci; then d(j) = d(i) + ey pred(j) := i

0; pred(s) :

caj pred(j
o0} pred(j)

Algeritmo de Dijkstra

dfs) gia) dlvs) v} diva) dvs) d(ve)

i X

{5} 0 (2 o o0 o0
v {s,u} @ @
vy {s,0, 09} 10 13
vy {5, vy, 03, vs} 9
vy {#,v1,vs, 5,03}
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O Algoritmo de Dijkstra

| 1 )
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4
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Seleccionar vy
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input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin

X = {s}; X2V — {s}; d(s):= 0; pred(s) :

g for all j € X do
if (5,4) € A then d(j) = cyj; pred(j
else d(j) = +oo; pred(s)
while X #V do
begin
(comentacrio: selecgo de vértice i)
seja. i o vétice de X : d{i) = min;e{d(7))
3 {comentério: rotulagio permanentc)
X=xu{i); X:=X-{i}
s 5 (comentario: anlise dos sucess. de i com rétulos terpordrios)
for all j € X : (i,5) € A do
if d(7) > d(i) + ;5 then d(j) = d(i) + e pred(F) =
end;
7 ] end;
Seleccionar vy .
Algoritmo de Dijkstra
N 2 X dls) dha] dlvs) d{vy) d(vy) d{vs) d(ve)
{5} 0 (2) )
v {s,m} @
7 ] va {5,010} 13
Seleccionar w vs {501, 09,05
3 {8, 0, vs, v, 03}
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O Algoritmo de Dijkstra
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Complementos Investig:

input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin
X = {sh X2V - {s}; d(s)
for all j € X do

0; pred(s) :

if (s,7) € A then d(j):= c,j; pred(
else d(j) = +o0; pred(s)
while X #V do

begin
(comentario: selecgio de vértice {)
sefa i 0 vértice de X : (i) = minjeg{d()}
(comentério: rotulagao permanente)
X=xXxu{i; X=X
(comentario: andlise dos sucess. de i com rétulos terapordrios)

forall j€X:(i,j)€ Ado
if () > (i) + ci; then d(j) = d(i) + ey pred(j) := i
end;
end;
Algoritmo de Dijkstra
i X d(s) g dlvs) dlvs) divy) dlvs) dlve)
{5} 0 (2 o o0 o0

w {s,m} U @
va {s,v1,v2} 13
vs {s, vy, vy, vs}
3 {8, 0, vs, v, 03}
vy {5,v1, 03, V5,03, 04} 1

)
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O Algoritmo de Dijkstra
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input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin
X = {s} X2V — {s}; d(s) = 0; pred(s) = —
for all j € X do
if (5,) € A then d(j) = cyj; pred(j)
else d(j) = +o0; pred(j) :
while X #V do
begin
(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
(comentério: rotulagio permanente)
X=Xu{d; X=X -{ih
(comentério: analise dos sucess. de i com rétulos terapordrios)
for all j € X : (i,5) € A do
if d(j) > (i) + ci; then d(f):= d(i) + ey pred(j) :=

end;
end;
Algeritmo de Dijkstra
‘2 dlo) ghod d) am} dlo) dln) de)
5} 0
w {s,u}
va {501, m}

vy {51,035}
vy {8,059, 05,03}
vy {5,v1, 03, V5,03, 04}

@@
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input: digrafo G = (V, A), com custos 3o negativos
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértices
begin
X = {s} X2V — {s}; d(s) 1= 0; pred(s) =
for all j € X do
if (5,) € A then d(j):= cy5; pred
else d(j):= +00; pred(j
while X #V do
begin
(comentdrio: selecgio de vértice 1)
seja i o vértice de X : d{i) = minje g {d()}
(comentério: rotulagio permanente)
X =Xu{i) X - (i}
(comentério: analise dos sucess. de i com rétulos terapordrios)
for all j € X : (i,5) € A do
if d(j) > (i) + ci; then d(f):= d(i) + ey pred(j) :=

end;
end;
Algeritmo de Dijkstra
i X i) g d) am} dlo) dln) de)
5 o
w {s,u}
va {501, m}

vy {5, vy, 03, vs}

vy {#,v1,vs, 5,03}

vy {5,02, 03, V5,03, 04}
vg {5, vy, U, Us, Uz, Uy, Vs }

@@

Figura 3.5: Aplicagio do algoritme de Dijkstra

o0
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O Algoritmo de Ford

Modelos com custos negativos ndo podem ser
estudados pelo algoritmo de Dijkstra.
Modelo do caminho mais longo.

(caminho mais curto aplicado aos custos simétricos)

Problema: apés a atribuigdo de uma distancia pode ser
descoberto outro caminho mais curto.

Solug@o: necessdrio corrigir rétulo e re-avaliar
sucessores - (algoritmo de correcgdo de rdtulos - /abe/
correcting algorithms)

O Algoritmo de Ford

input: digrafo G = (V, A}, com custos arbitrarios
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértice
begin

X {s}; X =1 {s}; d(s) := 0; pred(s) := —;

for all j € X do
d(7) 1= +oo; pred(j) :=0;
while X # { do

el
X =X-—{i}; X
comentario: anilise dos sucessores do vértice 1)
for all j:(:,7) € A do
if d{j) > d(i)+ ¢;; then
] (1) + e;;; pred(j):=1;
(comentdrio: adicionar j a X se jd Id nio estiver

if j € X then
X=Xu{ihX=X-{ik
end;

end;




O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X

0 %) 0o oo {s}

O Algoritmo de Ford

i d(s) d(v) d(vs) d(va)/f}\
0 [o%) o) oo 5




O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X
0 %) 0o oo {s}
5 -5 -1 {v1,v2}

O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ d(va] X

0 00
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O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X
0 %) 0o oo {s}
5 -5 -1 {v1,v2}
U1 {1}2,

O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X

0 %) 0o oo {s}

3 -5 -1 j) )




O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X

0 %) 0o oo {s}
s 5 - {v,va}
Uy -1 {v2,v3}
V2 {vs

O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X
0 %) 0o oo {s}
5 -5 -1 {v1,v2}
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O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X

0 %) 0o oo {s}
5 -5 -1 {v1,v2}
Ug -7 {vz,v3}
Uz -10 {1}3}

U3

O Algoritmo de Ford

] d[s) d(vl) d(‘UQ} d(va] X

0 %) 0o oo {s}
3 @ @ {‘Uh Uz} .
v -1 {vg,v3}

vz @ évs}

U3




O Algoritmo de Ford

O Algoritmo de Partigdo

No algoritmo de Ford, um vértice pode ser analisado mais
do que uma vez. -> Ndo € possivel definir a complexidade
polinomial do algoritmo. A prdtica revela um comportamento
competitivo.

Uma forma eficiente de "manusear” os vértices do
conjunto X consiste em particionar a lista em dois
subconjuntos. Este procedimento estabelece um
limite para o nimero de iteragdes.

Complexidade: Polinomial Amn)




O Algoritmo de Partigdo

input: digrafo G = (V, A), com custos arbitrdrios
output: caminho mais curto entre o vértice s e todos os outros vértis
begin
k:=0;
NOW := {s}; NEXT :=@,
d(s) := 0; pred(s) := —;
for all j € NOW do
d(j) := +o0; pred(j) :=0;
while NOW # 0 do
begin
while NOW # 0 do
begin
seleccionar um vértice 1;
efectuar teste para detectar circuitos negativos;
NOW = NOW - {i};
for all j:(i,7) € A do
if d(§) > d(i) + ¢ij then
d(j) := d(f) + eij; pred(j) := §;
if j¢ NOW then NEXT:= NEXTU {j}:
end;
ki=k+1;
NOW := NEXT;
NEXT :=0;
end
end;
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O Algoritmo de Partigdo

" 3 ]
3
S -3 = 2
1 3
Uz Uy

k NOW i d(s) d(v)) d(v;) d(vs) d(vi) NEXT
0

0 {s} 0 ) ) %) 00
(s} s 31 {v1,02)
1 {v,v} v 0 6 {va}
{va} vp -4 3 {va, v}
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{Uq} U4 ']
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