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 Correlacao entre atributos: Apesar de dois
atributos oferecerem boa classificacao separados,
ha pouco ou nenhum ganho quando tratados em

conjunto.

» Maldicao da dimensionalidade
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A maldicao da dimensionalidade

e Termo introduzido por Bellman refere-se ao
problema causado pelo aumento exponencial no

volume associado com a adicao de dimensoes

extras a um espaco matematico.



A maldicao da dimensionalidade

» Se dividirmos uma regiao do espaco em células
regulares, o nimero células cresce

exponencialmente com a dimensao do espaco.

« Assim, o numero de amostras deve crescer

exponencialmente para garantir que nenhuma

.I.'g'l

célula fique vazia.
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A maldicao da dimensionalidade

1 dimension:
10 positions
&

2 dimensions:
100 positions
-0

3 dimensions:
- 1000 positions!



A maldicao da dimensionalidade

 Na pratica, a maldicao da dimensionalidade
implica que para um dados tamanho de amostras,
existe um nimero maximo de caracteristicas a
partir do qual o desempenho do classificador ira

degradar, ao invés de melhorar.

» Solucao: Reduzir a dimensao através de selecao
de caracteristicas ou métodos de reducao de

dimensionalidade.



Selecao X projecao

» A selecao de atributos nao implica na

modificacao dos atributos de um objeto.

» Ja a projecao transforma os dados e
conseqientemente resulta em perda de

informacao.



Selecao de atributos



« Encontrar um niimero [ de caracteristicas de

forma otima.

e Selecionar as [ “melhores” caracteristicas.



« A utilizacao de poucos atributos tem vantagens:
1. Complexidade computacional

2. Quanto maior a razao entre o niimero de padroes de
treinamento N e o nimero de parametros do
classificador, melhor a generalizacao das

propriedades do respectivo classificador.

3. Um nuimero grande caracteristicas pode resultar em um
numero maior de parametros (e.g. pesos sinapticos
em uma rede neural, pesos em um classificador linear,

etc.).



« A utilizacao de poucos atributos tem vantagens:

1. Quanto maior a razao entre o niumero de elementos no
conjunto de treinamento e o nimero de caracteristicas
(dimensao), N/I, melhor a estimativa do erro na

classificacao.

2. Na pratica, [ < N/3 tem demonstrado ser uma boa

escolha para muitos casos.



« Dado um numero de caracteristicas, como
podemos selecionar as mais importantes delas
de tal modo a reduzir esse nimero e a0 mesmo
tempo reter o maximo possivel de sua

informacao discriminatoria?

« Solucao: Selecionar as caracteristicas que levam
a uma alta distancia entre classes e pequena

distancia entre os elementos da mesma classe.



» Solucoes possiveis:

1. Examinar os atributos individualmente e
descartar aqueles com pequena capacidade

discriminatoria.

2. Examinar os atributos em conjunto.



Selecao de caracteristicas

1. Pré-processamento
2. Teste de hipoteses
3. Filtros

4. Wrappers

5. Medidas de separacao



Abordagens

Selec¢ao de Caracteristicas

™

Reconhecimento Rede&': Ngu_rais
Estatistico de Padroes Artificiais

Node Pruning

Subétimo Otimo
Busca Exaustiva
Branch-and-Bound

Solugio Unica Varias Solugoes
Deterministico Estocastico Deterministico Estocastico
PTA(lr) Simulated Annealing Beam Search  Algoritmos Genéticos
SFFS, SFBS

(JAIN; ZONGKER, 1997).



Pre-processamento

« Remocao de outliers: outliers sao
observacoes que ficam longe da média de uma

dada variavel aleatoria.

« Se o nimero de outliers é pequeno, eles podem

ser descartados.

« Técnicas para tratamento de outliers:

P.J.Huber, Robust Statistics, J. Wiley e Sons, 1981.



Pre-processamento

« Normalizacao dos dados: Linear

_ 1
Xgp= — Z.\‘m. k=1,2,..., [

Xik —

/

Novos dados com média igual a 0 e variancia igual a 1.



Pre-processamento

« Normalizacao dos dados: Nao-linear

Softmax scaling
Limita os dados entre 0 e el.



Selecao baseada em testes de hipoteses

- Estrategia:

« Descartar caracteristicas com pouca

discriminabilidade individual.

e Selecionar as caracteristicas restantes e

examina-las conjuntamente como vetores.



Selecao baseada em testes de hipoteses

« Objetivo:

« Para cada caracteristica individual, verificar se os
valores que as caracteristicas apresentam em diferentes

classes diferem significantemente.

e Isto é:

« Qs valores diferem significantemente:

H,: 6 %86,
H,: 6 =6,

e Osvalores nao diferem significantemente: —

« Se eles nao diferem significantemente, rejeite a

caracteristica nos estagios futuros.



Selecao baseada em testes de hipoteses

« Teste de hipoteses: Os passos
+ N medidas sao conhecidas: x,i=12,...,N

« Defina uma funcao dessas medidas:

g=f(X, %, Xy):
« Detal modo que p,(q;6) possa ser facilmente parametrizada em
termos de 6.

« Seja D um intervalo onde g tem uma alta probabilidade de cair sob
a hipotese H, isto é, p (q| &,).

« Seja D o complementar de D. Entio:
D Acceptance Interval

D Critical Interval

« Seq, resultante de X;, X,,..., Xy, cai no intervalo D, entao
aceitamos H,, caso contrario, o rejeitamos.



Selecao baseada em testes de hipoteses

« Probabilidade de erro:

p,(@OD|H,) = p

p(qlH,)*

TN
/.

A\

mﬂ'"'m ” %% g

p € pré-selecionado e é conhecido como nivel de

significancia do teste.



Selecao baseada em testes de hipoteses

“ Application: The known variance case:

» Let x be a random variable and the experimental
samples, x, =1,2,....N, are assumed mutually
independent. Also let

Elx]=pu
E[(x-p)’]=0"

» Compute the sample mean

» This is also a random variable with mean value
o 1 N
E[x]=—> E[x,]=u
N i=1

That is, it is an Unbiased Estimator



Selecao baseada em testes de hipoteses

» The variance 0';

EIG- w1 = Bl 3 %, - ) )

= %!Z:; E[(x. — )’ ]+ %ZZJ: E[(x;, — p)(x, — p)]

Due to independence
X N -

That is, it is Asymptotically Efficient

» Hypothesis test
H,: Elx|# @
H. . Ele|—h



Selecao baseada em testes de hipoteses

» Test Statistic: Define the variable

~

)

Sy

» Central limit theorem under 7,
p- (;) o3 \/ﬁ exp| — N(; == ﬁ)z
§ N27mo 2o

» Thus, under H,

e

r,(q)= \/;—ﬂﬁp(gj g~ N(0.1)




Selecao baseada em testes de hipoteses

» The decision steps
e Compute g from x, i=1,2,... N
e Choose significance level p
» Compute from N(0,1) tables D=[-x, x ]
/TN
UL
,.mﬂﬂ'ﬂmm .

oif geD accept H,

if ge D reject H,



Selecao baseada em testes de hipoteses

~ An example: A random variable x has variance
0°=(0.23)*. N=16 measurements are obtained giving
x=135. The significance level is p=0.05.

Test the hypothesis
Hi:p=p=14

H:uzj

-~

> Since o2 is known, g = x_/f: is N(0,1).
O

From tables, we obtain the values with acceptance
intervals [-x,, x,] for normal ~(0,1)

I-p | 0.8 | 0.85 | 0.9 [0.95]|0.98 | 0.99 | 0.998 | 0.999

1.28 | 1.44 | 1.64 | 1.96 | 2.32 | 2.57 | 3.09 | 3.29




Selecao baseada em testes de hipoteses

» Thus

Probl—1967 < *—# -1967\=095
023/4

or

Prob{— 0.113<x— 1 < 0.113}: 0.95

or

Prob{l.237 < 1 <1.463}=0.95

»Since ;7 =1.4 lies within the above acceptance
interval, we accept H,, i.e.,

p=p=14

The interval [1.237, 1.463] is also known as
confidence interval at the 7-p=0.95 level.

We say that: There is no evidence at the 5% level
that the mean value is not equal to z



Selecao baseada em testes de hipoteses

+* The Unknown Variance Case

» Estimate the variance. The estimate

a7 ]- N

o~ :ﬁZ(JCI-—X)

=1

Is unbiased, i.e.,
E[6%] ="

> Define_ the test statistic
X—Hu

8




Selecao baseada em testes de hipoteses

» This is no longer Gaussian. If x is Gaussian, then

g follows a t-distribution, with N-1 degrees of
freedom

» An example:
x 1s Gaussian, N =16, obtained from measurements,

x =1.35and 6% = (0.23)>. Test the hypothesis
H.: g=p=14
at the significan ce level p = 0.025.



Selecao baseada em testes de hipoteses

» Table of acceptance intervals for t-distribution

1.207 < <1493
Thus, g =1.41s accepted

Degrees . . _ .
of 1-p 0.9 0.95 0.975 0.99
Freedom
12 1.78 2.18 2.56 3.05
13 L7 2.16 2.53 3.01
14 1.76 2.15 2.51 2.98
15 1.75 213 24D 285
16 1.75 212 2 2,592
17 1574 2.11 2.46 2.90
18 1.73 2.10 249 2.88
x " ~
Prob{—249<2"# 249
c/4




Selecao baseada em testes de hipoteses

« Selecao de atributos:

»The goal here is to test against zero the
difference pu,-u, of the respective means in
w,, o, of a single feature.

» Let x; i=1,...,N , the values of a feature in o,

» Let y, i=1,...,N , the values of the same feature in
ek

~ 2 2 i
» Assume in both classes 0, =0, =0

(unknown or not)

» The test becomes
Hy: Ap=p—p,=0
H : Au=0



Selecao baseada em testes de hipoteses

» Define
Z=X:=y

» Obviously
Elz]l=u-1,

» Define the average

» Known Variance Case: Define

- (';_;)_(ﬁl _.ﬁz)

2
Xl —
N

q

» This is N(0,1) and one follows the procedure as before.



Selecao baseada em testes de hipoteses

» Unknown Variance Case:
Define the test statistic

s
2

B
N

82

Z

e =K =

T 2(Z( %) Z(yz %)
« g is t-distribution with 2V-2 degrees of freedom,
* Then apply appropriate tables as before.

» Example: The values of a feature in two classes are:
w;:  3.5,3.7,39,4.1,3.4,3.5,4.1,3.8,3.6,3.7
w5 32,36,3.0,34,3.0,3.4,28,31,33,36

Test if the mean values in the two classes differ
significantly, at the significance level p=0.05



Selecao baseada em testes de hipoteses

» We have

x=3.73, 67 =0.0601
=0

@, :
0672

@ y=325. 0"

For N=10

g =425

» From the table of the t-distribution with 2N5-2=18
degrees of freedom and p=0.05, we obtain
D=[-2.10,2.10] and since g=4.25 is outside D, H, is

accepted and the feature is selected. -



Estratégias

« A énfase até agora foi em componentes individuais. No
entanto, tal metodologia nao leva em conta a correlacao
que pode ocorrer entre as caracteristicas.

« Se duas caracteristicas fornecem boa
discriminabilidade, mas sao altamente correlacionadas,
nods nao devemos usa-las em conjunto.

« Para evitar tal problema, agrupamos as caracteristicas
em vetores.



Estratégias

e Assim:

« Descartamos as caracteristicas que apresentam
baixa discriminabilidade através do teste de
hipoteses.

« Escolhemos um nimero maximo [ de
caracteristicas a serem usadas. Essa escolha
pode ser ditada pelo problema (e.g. naimero N
de padroes de treinamento disponiveis e o tipo
do classificador adotado).



Estratégias

« Combinamos as medidas para selecionar a “melhor”
combinacao. Para este fim:

1. Use diferentes combinacoes de caracteristicas para
formar o vetor. Treine o classificador e escolha a
combinacao que resulta na melhor classificacao. Uma
desvantagem dessa abordagem é a alta complexidade.
Além disso, minimos locais podem ser obtidos e levar a
resultados enganosos.

2. Adote uma medida de separabilidade e escolha a
combinacao de caracteristicas que forneca melhor custo.



Funcoes objetivo

\
/

 afuncao avalia o subconjunto de [ Training data

caracteristicas a partir da informacao ) l
Complete feature set

contida no conjunto, tipicamente

Filter F$S
distancia interclasse, dependéncia : -
L, . Search
estatistica, etc...
Featurs Information
subseat content
, |
Objective
function

=inal feature subsat l

"y
ML
algonthm

L



Funcoes objetivo

Wrappers:

a funcao objetivo é um classificador de
padroes, que avalia o subconjunto a
partir de sua capacidade preditiva (taxa
de reconhecimento no conjunto de teste)
por meio de reamostragem estatistica ou

cross-validacao.

Wrappers

If | ]
| Training data 1
L i,

Complete f=ature seq

Final f=ature subsat

~ ™
PR
algonthm



Estratégias

« Filtros
« Vantagens:
« Execucao mais rapida.

« Generalidade: por avaliarem propriedades intrinsecas dos dados,
ao contrario de interacoes especificas de um classificador, seus
resultados exibem maior generalidade: a solucao tende a ser “boa”
para uma familia de classificadores.

« Desvantagens:

« Tendéncia em selecionar um subconjunto muito grande: uma vez
que sao geralmente monotodnicas, os filtros tendem a selecionar o
conjunto original como a melhor solucao. Isso forca o usuario a
estabelecer um critério de corte no ntmero de caracteristicas



Estratégias

Wrappers
Vantagens

Precisao: normalmente provéem melhor taxa de reconhecimento
que filtros, uma vez que sao projetadas especificamente para um
determinado tipo de classificador e conjunto de teste.

Habilidade de generalizacido: possuem mecanismo para evitar
overfitting.

Normalmente usam medidas de validacao cruzada.
Desvantagens:

Execucao lenta: wrappers tem que treinar um classificador para
cada subconjuto.

Solucao muito associada ao classificador utilizado na avaliacao.



Filtros: Medidas de separacao

« Seja x o vetor da combinacio de caracteristicas corrente.

« Vamos considerar o caso de duas classes. Sejam:

p(x| ) 4
p(x|az) ~

Dy, = | p(x|)In

P(X] ) 4
p(x|aq)

D, = [ p(x|e)In

d12 = D12 T D21

« Essa medida é conhecida como divergéncia e pode ser
usada como uma medida de separabilidade.



Filtros: Medidas de separacao

» Para o caso de muitas classes, defina d;; para cada par de

classes e a divergéncia média é definida por:

d= ii P(w)P(w,)d;

i=1 j=1

\V

o O O
[
o O O

Algumas propriedades: J

J

=]

] ji

Quanto maior o valor de d, melhor a combinacao das
caracteristicas.

Se as variancias das classes sao iguais:

dist. Mahalanobis: @y = ;= mp" 27y — 1



Filtros: Medidas de separacao

« Distancia de Bhattacharyya:

‘Ci+Cj
1 i {0+ G\ 1 2
By==+(M; =M+ [ =2—2] (M;=M,)+ =l

sendo que
M; e M, sao os vetores de médias das classes i e j, respectivamente,
C; e C; sao as matrizes de covariancia das classes i e j, respectivamente,

| - | representa o determinante da matriz.



Filtros: Medidas de separacao

e Distancia de Jeffries-Matusita
Jii =2(1—exp(—B;;)).

« O valor varia de 0 a 2, sendo 2 quando ha uma completa
separacao entre duas classes.



Medidas de separacao: Scatter matrix

» Scatter Matrices. These are used as a measure of the way
data are scattered in the respective feature space.

e \Within-class scatter matrix

TR
where =
S, =Elx-p1 Ju- . J |
and &
P =P(o)~—

n; the number of training samples in o,

Trace {S,} is a measure of the average variance of the
features.



Medidas de separacao: Scatter matrix

e Between-class scatter matrix

Trace {S,} is a measure of the average distance of the
mean of each class from the respective global one.

e Mixture scatter matrix

Sy =Elx—p Jx-p,) |

It turns out that:
S, =9, 8



Medidas de separacao: Scatter matrix

» Measures based on Scatter Matrices.
e Trace{Sm}
' Trace {SW}

m

J2 - Sw_l Sm

w

e J,=Trace {SW_IS m}

e Other criteria are also possible, by using various
combinations of §,, S, S,.

The above J,, J,, J; criteria take high values for the cases
where:

e Data are clustered together within each class.
e The means of the various classes are far. 26



Medidas de separacao: Scatter matrix

J3 =164,7
12 T T T T T 1
L F * .
S .
L » -
4 R SN N SR R B
4 8 12

12

J3 =620,9
12 | — 1
- _." -
4 g -
i ! *, i
4 [ N T
12 4 3




Filtros: Estratégias de busca

« Seqiiencial

« Estes algoritmos adicionam ou removem caracteristicas
sequencialmente, e apresentam tendéncia em se prender
a minimos locais:

1. Sequential forward selection

2. Sequential backward selection

3. Sequential floating selection



Filtros: Estratégias de busca

- Exponencial

 Estes algoritmos avaliam um ntmero de subconjuntos
que crescem exponencialmente com a dimensao do
espaco de busca:

1. Busca exaustiva
2. Branch and Bound

3. Beam search



Filtros: Estratégias de busca

e Aleatério

 Estes algoritmos incorporam aleatoriedade em seus
procedimentos de busca a fim de escapar de minimos
locais:

1. Simulated Annealing

2. Algoritmos genéticos



Busca sequencial

» Sequential forward selection. Let x;, x,, x;, x, the available
features (m=4). The procedure consists of the following steps:

e Adopt a class separability criterion (could also be the error
rate of the respective classifier). Compute its value for ALL
features considered jointly [x,, x,, x5, x,]%.

e Eliminate one feature and for each of the possible resulting
combinations, that is [x;, x,, x;1%, [xy, x5 x,1% [x, x5 x4]% [x,
x;, x4]!, compute the class reparability criterion value C.
Select the best combination, say [x;, x,, x;] .



Busca sequencial

e From the above selected feature vector eliminate one
feature and for each of the resulting combinations, [x,, x,]"
, [ %2, -’fa]l; £ xa]T compute C and select the best
combination.

The above selection procedure shows how one can start from 77
features and end up with the “best” /7 ones. Obviously, the

choice is suboptimal. The number of required calculations is:

1+%((m+1)m—€(£+1))

In contrast, a full search requires:

m\ m!
¢) m—20)

operations.



Busca sequencial

» Sequential backward selection. Here the reverse procedure is
followed.

 Compute C for each feature. Select the "best” one, say x,

e For all possible 2D combinations of x;, i.e., [x;, x,], [x}, x3],
[x,, x,] compute C and choose the best, say [x,, x;].

e For all possible 3D combinations of [x, x;], e.g,
[x,, x5 X,], etc., compute C and choose the best one.

The above procedure is repeated till the "best” vector with 7

features has been formed. This is also a suboptimal
technique, requiring: e
e )

operations. 2




Brach and bound

O algoritmo comeca pelo conjunto inteiro e remove caracteristicas

usando uma estratégia de busca em profundidade.

Nos cuja funcao objetivo estao abaixo do atual melhor nao sao
explorados, uma vez que o critério de monotonicidade garante que

seus filhos nao conterao solucao melhor.



Brach and bound

« Quando a funcao critério é monotonica, é possivel usar o método

Branch and bound.

« O algoritmo branch and bound garante achar uma solucao 6tima

sob o critério de monotonicidade

« O critério de monotonicidade garante que a adi¢ao de novas

caracteristicas sempre aumenta o valor da funcao objetivo, ou seja

J(xi1 )‘: J(xin X, )‘: J(.xiJ Xi,» xi3J{ s ‘J(xi,‘ Xigr ™ xi“)



Brach and bound

D=6d=2eY = {1,2,3,45,6)

(1) 1,931 =0

2.1.4, 5, 6)
« {1,3,4, 5,6 {1,2,4,5, 6} P
1.721(16) 1,723 1,433 =

2 3 4 3 4 4
13,4, 5, 6} {2,4,5,6) 50 9355 {1,4,5, 6) 11,3.5, 6 {1,2,5,6) =9
1.595 1,232 X 35 1.54F< 17 11’339 O, 1,429 1._286 =

3 4 5 4 5 5 4 5 5 5
(3,5, 6} (5) (3.4, 6! {2,5,6} a7, r;)n|{2.4.|5f {2,3, 6} {1, 5,6} i1,4,6} {1, 3,6} {1,2, 6} -
1180 K 1 288 132523 2h1,220 1,312 1,081 1,034 1.211 ().982 g

4 5 6 5 6 6 6 5 6 6 6 6
s 3 B3 By 3¢ @ 2y 2w 2 ¥ O O @ 3 =4
{5, 6} {4, 6) {4, 5} 13,61 13,5} {3, 4} {2, 6} {2, 5} {2, 4} {2,3} {1,6} {1, 5} {1, 4} {1,3} {1, 2}
0,701 0,875 0,595 0,587 0,987 1,107 0,670 0,856 0,931 1,259 0,845 0,934 0,943 1.012 0.913

Figura 3.2: Arvore de busca do branch and bound bdsico para D =6 e d = 2. A numeracdo interna dos néds indica o caminho em que o
percurso € realizado. O subconjunto de caracteristicas e o valor de J(-) estdo indicados préximo do né correspondente. O rdtulo de cada
aresta indica a caracteristica que foi removida na passagem de um nod do nivel k para um né do nivel k£ + 1. Os nds preenchidos com
cinza indicam que o limite foi atnalizado. Os nds com contorno duplo indicam que foi encontrado J(:) < B e, se o nfvel do né for & < 4,
indicam poda. Os nds com contorno tracejado foram eliminados pelas podas.



Brach and bound

Outros algoritmos mais eficientes:

« Branch and bound ordenado

« Branch and bound rapido

« Branch and bound com previsao parcial

« Branch and bound adaptativo

e Leitura complementar:

« M. A. Roncatti, Avaliacao de métodos 6timos e sub6timos de
selecao de caracteristicas de textura em imagens, 2008.

Dissertacao de mestrado.



Reducao de

dimensionalidade



Analise dos componentes principais

e Suponha que x,, X,, ..., Xy; S20 vetores N x 1
, 9 - 1 ¥
1. Calcule o vetor média: x= WZ X
2. Subtraia a média: @, =x -x
3. Forme a matriz A=[®,D,---®,] e calcule a matriz de covariancia:
1 M
C="> 0 d =AA
M =
4. Calcule os autovalores e autovetores de C.

5. Ordene os autovetores de acordo com os autores (do maior para o

menor) e coloque numa nova matriz U.

6. Reducao da dimensionalidade: Qualquer vetor pode ser escrito

como combinacao linear dos autovetores obtidos:

b =u (x -x)



* Calcular os componentes
principais para o seguinte

conjunto de dados 2D
o X=(x4,%,)={(1,2),(3,3),(3.5),(5,4),(5,6),(6,5),(8,7),(9,8)}

* Solucdo (manual)

— As variancias estimadas sao:

[6.25 4.25]
“1425 35|

— QOs autovalores sao os zeros da

equacao:

Z,v=,\v=,|2x—)\||=0="
— Os autovetores sao as solucgdes do
sistema: "6.25

14.25

[6.25
14.25

6.25-N 4.25

PCA: algoritmo

10

‘:0:41:9.34; A, =0.41;

v, | [0.81]
v,| [0.59]

v, '-0.59J

= =
v, | | 0.81



PCA: algoritmo

« No Matlab:

« [COEFF,SCORE,latent,tsquare] = princomp(X)
 Exemplo:

* load hald,;

o x=[hald(;,1),hald(:,5)]; plot(x(:,1),x(:,2),'b0");

o [COEFF,SCORE,latent,tsquare] = princomp(X); figure;

e plot(SCORE(:,1),SCORE(;,2),'r0";
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Parte 1:

Procure implementacoes dos métodos de selecao de atributos na

web e utilize-os para selecionar os 3 atributos mais importantes.

Faca a classificacao usando o Weka e compare com as classificacoes

obtidas no projeto anterior.
Parte 2:

Utilize os atributos dos projetos anteriores e projete-os em 2

dimensoes usando PCA.
Faca a classificacao usando janelas de Parzen.

Compare com os resultados obtidos sem projecao (projeto

anterior).
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