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Motivagao

Motivacao

Como representar os niimeros reais no computador?

R
0009000 0>
IF

Definicdo (ponto flutuante)

O conjunto [F = { representagio de x € R no computador }. Cada niimero
X € T é chamado de ponto flutuante.
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Base numérica

Conversao entre niimeros binarios e decimais
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Base numérica

Conversao entre niimeros binarios e decimais

Defini¢ao (base numérica)

Dado N € Z, ele pode ser escrito em uma base 3 como

N = (dxdy1...d1do)g =dex B+ d_y x B 4 dy x B Hdo x B,

onde0 <d; < (B—1),parai=0,...,k
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais

Base numérica
Conversao entre nimeros binarios e decimais
Defini¢ao (base numérica)

Dado N € Z, ele pode ser escrito em uma base 3 como

N = (dkdk—l---dldo)ﬁ deX‘Bk—i-dk_l X‘kal—l--”—i—dl xﬁl+doxﬁ0,
onde0 <d; < (B—1),parai=0,...,k

(10011), =
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais

Base numérica
Conversao entre nimeros binarios e decimais
Defini¢ao (base numérica)

Dado N € Z, ele pode ser escrito em uma base 3 como

N = (dkdk—l---dldo)ﬁ deX‘Bk—i-dk_l X‘kal—l--"—i—dl xﬁl+doxﬁ0,
onde0 <d; < (B—1),parai=0,...,k

(10011); =1 x 2* +1x 21 +1x2° =19 =1 x 10 +9 x 10° = (19)10
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Conversao decimal = bindario

Seja N € Z, escrito na base § = 10. Desejamos representar N como:

N = (dkdk,l...dldo)z:deZk—l-dk,l ><2k_1+"'+d1><21+d0><20
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Conversao decimal = bindario

Seja N € Z, escrito na base § = 10. Desejamos representar N como:

N = (dkdk,l...dldo)z:dkx2k+dk,1 ><2k_1+"'+d1><21—|—d0><20
Logo

N=2x (dkxzk—1+dk,1 ><2k‘2+---+d2><21+d1>+d0
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Conversao decimal = bindario

Seja N € Z, escrito na base § = 10. Desejamos representar N como:

N = (dkdk,l...dldo)z:dkx2k+dk,1 ><2k_1+"'+d1><21—|—d0><20
Logo

N=2x (dkxzk—1+dk,1 ><2k‘2+---+d2><21+d1>+d0

=2x <2>< (dkxzk‘2+dk,1 ><2"‘3+---+d2) +d1)+d0
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Conversao decimal = bindario

Seja N € Z, escrito na base § = 10. Desejamos representar N como:

N = (dkdk,l...dldo)z:dkx2k+dk,1 sz_1+"'+d1><21—|—d0><20
Logo

N=2x (dkxzk—1+dk,1 ><2k‘2+---+d2><21+d1> +dy

=2x <2>< (dkxzk‘2+dk,1 ><2"‘3+---+d2) +d1)+d0

Assim por diante até o quociente for igual a zero.
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Conversao entre numeros bindrios e decimais ~ Conversdo decimal = bindrio

Conversao decimal = bindario

Seja N € Z, escrito na base f = 10. Desejamos representar N como:

N = (dpdi ... dido)y = dp x 2" +dj_y x 251 4 4 dy x 21 4-dp x 20
Logo

N=2x (dkxzk—1+dk,1 ><2k‘2+---+d2><21+d1>+d0

=2 x <2>< (dkxzk‘2+dk_1 x2"‘3+~--+d2) +d1)+d0

Assim por diante até o quociente for igual a zero.

= (' = A G
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Conversao entre numeros bindrios e decimais ~ Conversdo decimal = bindrio

Conversao decimal = bindario

Seja N € Z, escrito na base f = 10. Desejamos representar N como:

N = (dpdi ... dido)y = dp x 2" +dj_y x 251 4 4 dy x 21 4-dp x 20
Logo

N=2x (dkxzk—1+dk,1 ><2k‘2+---+d2><21+d1>+d0

=2 x <2>< (dkxzk‘2+dk_1 x2"‘3+~--+d2) +d1)+d0

Assim por diante até o quociente for igual a zero.

Solugdo: 29 = (11101),.

= (' A G
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Conversao entre numeros bindrios e decimais ~ Conversdo decimal = bindrio

Algoritmo para conversdo decimal para bindria
de ntiimeros inteiros

Entrada: N € Z
Saida: N = (didi_1...d1do)2
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Conversao entre numeros bindrios e decimais ~ Conversdo decimal = bindrio

Algoritmo para conversdo decimal para bindria
de ntiimeros inteiros

Entrada: N € Z
Saida: N = (didi_1...d1do)2

k=0;
Calcule Re Q tal que N = 2Q +R;
dy =R;
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Algoritmo para conversdo decimal para bindria
de ntiimeros inteiros

Entrada: N € Z
Saida: N = (didi_1...d1do)2

k=0;
Calcule Re Q tal que N = 2Q +R;
dy =R;

Enquanto Q # 0 faga
k=k+1;
N=Q;
Calcule Re Q tal que N = 2Q +R;
dr =R;
Fim do Enquanto
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Conversao entre numeros bindrios e decimais ~ Conversdo decimal = bindrio

Conversdo decimal para bindria
de niimeros fraciondrios

Vamos supor que N é um namero fracionario no intervalo (0,1).
Assim,

N=(0dida...dy)y=cy x2 ' +dax 2724 +d x27F
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Conversdo decimal para bindria
de niimeros fraciondrios

Vamos supor que N é um namero fracionario no intervalo (0,1).
Assim,

N=(0dida...dy)y=cy x2 ' +dax 2724 +d x27F

Multiplicando por 2 a equagdo acima, temos:

2XN=dy+dy x27 4+ 4 d x 27F+1

Ny
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Conversdo decimal para bindria
de niimeros fraciondrios

Vamos supor que N é um namero fracionario no intervalo (0,1).
Assim,

N=(0dida...dy)y=cy x2 ' +dax 2724 +d x27F

Multiplicando por 2 a equagdo acima, temos:

2XN=dy+dy x27 4+ 4 d x 27F+1

Ny

Portanto, d; é parte inteira de (2 x N) e a parte fraciondria é Nj.
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais Conversao decimal = binario

Conversdo decimal para bindria
de niimeros fraciondrios

Vamos supor que N é um namero fracionario no intervalo (0,1).
Assim,

N=(0dida...dy)y=cy x2 ' +dax 2724 +d x27F

Multiplicando por 2 a equagdo acima, temos:

2XN=dy+dy x27 4+ 4 d x 27F+1

Ny

Portanto, d; é parte inteira de (2 x N) e a parte fraciondria é Nj.
Multiplicando N; por 2 em ambos os lados, temos:

2xX Ny =dy+dy x 27 44 dj x 27K

Portanto, d; é parte inteira de (2 x Nj). Assim por diante até a parte

fraciondria for zero.
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais

Conversao decimal = binario

Conversdo decimal para bindria

de niimeros fraciondrios
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais

Conversao decimal = binario

Conversdo decimal para bindria

de niimeros fraciondrios
Solugao: 0.125 = (0.001),.
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais

Conversao decimal = binario

Conversdo decimal para bindria

de niimeros fraciondrios
Solugao: 0.125 = (0.001),.
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Conversao entre nimeros bindrios e decimais

Conversao decimal = binario

Conversdo decimal para bindria
de nimeros fraciondrios
Solugdo: 0.125 = (0.001),.
Solugio: 3.8 = (11.110011001100. ..), = (11.1100)s.
Obs.: Note que a representagdo bindria de um ntimero decimal
fracionario pode ser infinita.
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Conversao entre numeros bindrios e decimais ~ Conversdo decimal = bindrio

Conversdo decimal para bindria

de niimeros fraciondrios
Solugao: 0.125 = (0.001),.

Solugdo: 3.8 = (11.110011001100. ..), = (11.1100),.

Obs.: Note que a representagdo bindria de um ntimero decimal
fraciondrio pode ser infinita.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

Faga um algoritmo para representar um nimero decimal fraciondrio
em um ndmero bindario, e vice-versa.
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F (B, t,m, M)

Seja x € R, podemos representar x em F numa base  da seguinte
forma:

f:ﬂ:«).dldz...dt)ﬁ Xﬁe ),
—_————

mantissa

coml<dy <p-1e0<d;<B—-1parai=2,...,t
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F (B, t,m, M)

Seja x € R, podemos representar x em F numa base  da seguinte
forma:

f:ﬂ:«).dldz...dt)ﬁ Xﬁe ),
—_————

mantissa

coml<dy <p-1e0<d;<B—-1parai=2,...,t

m O ntmero inteiro f representa a quantidade de digitos
(significativos) na mantissa;
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F (B, t,m, M)

Seja x € R, podemos representar x em F numa base  da seguinte
forma:

f:ﬂ:«).dldz...dt)ﬁ Xﬁe ),
—_————

mantissa

coml<dy <p-1e0<d;<B—-1parai=2,...,t

m O ntmero inteiro f representa a quantidade de digitos
(significativos) na mantissa;

m O valor e é 0 expoente, niimero inteiro definido no intervalo
[m, M].
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F(B, t,m, M)
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F(B, t,m, M)

Solugdo: 2 X 1 X 2 X 2 X 4 = 32 niimeros.
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F(B, t,m, M)

Solugdo: 2 X 1 X 2 X 2 X 4 = 32 niimeros.
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F(B, t,m, M)

Solugdo: 2 X 1 X 2 X 2 X 4 = 32 niimeros.

Solucdo: O menor niimero [ = 10~° e 0 maior u = 99900.
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F(B, t,m, M)

Solugdo: 2 X 1 X 2 X 2 X 4 = 32 niimeros.

Solucdo: O menor niimero [ = 10~° e 0 maior u = 99900.

Dessa forma os nimeros ¥ € F estaria limitados a:

1< |7 <u
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F(B, t,m, M)

Solugdo: 2 X 1 X 2 X 2 X 4 = 32 niimeros.

Solucdo: O menor niimero [ = 10~° e 0 maior u = 99900

Dessa forma os nimeros ¥ € F estaria limitados a:

1<% <u
m se |X| < I: erro de underflow
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Sistema F(p, t, m, M)

Sistema F(B, t,m, M)

Solugdo: 2 X 1 X 2 X 2 X 4 = 32 niimeros.

Solucdo: O menor niimero [ = 10~° e 0 maior u = 99900.

Dessa forma os niimeros ¥ € F estaria limitados a

1< <u
m se |X| < I: erro de underflow
m se |X| > u: erro de overflow
Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Sistema F(p, t, m, M)

Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

armazenamento representagao
tipo | sinal expoente mantisa bits | B ¢ m M b
half 1 5 10 16 |2 11 -14 15 15
single 1 8 23 32 |2 24 -126 127 127
double 1 11 52 64 | 2 53 -1022 1023 1023
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Sistema F(p, t, m, M)

Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

armazenamento representagao
tipo | sinal expoente mantisa bits | B ¢ m M b
half 1 5 10 16 |2 11 -14 15 15
single 1 8 23 32 |2 24 -126 127 127
double 1 11 52 64 | 2 53 -1022 1023 1023

A representagdo normalizada de um ntimero em ponto flutuante nesse
padréo é feita da seguinte forma:

[ T=(=1)° x (Ldy...dp)s x 207 ]
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Sistema F(p, t, m, M) Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Vamos analisar o padrdo half (16 bits)
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Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Vamos analisar o padrao half (16 bits)

smal expoente (e) mantissa (m)

«O>» «F>r «=» «=>» E YA



) R
Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Vamos analisar o padrao half (16 bits)

smal expoente (e) mantissa (m)

Valores especiais:

o F = E E DAl

T Sl T Mniem | WSS e e— YR



Sistema IF(8,,m,M)  Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Vamos analisar o padrao half (16 bits)

EEERRDEUOUGROOT

mantissa (m)
Valores especiais:

m 0 = 000000 0000000000

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Sistema F(B,t,m,M)  Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Vamos analisar o padrao half (16 bits)

EEERRDEUOUGROOT

sinal 1 expoente (e) mantissa (m)

Valores especiais:

m 0 = 000000 0000000000
m inf =0 11111 0000000000

o & = = DaAE
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Sistema F(B,t,m,M)  Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Vamos analisar o padrao half (16 bits)

EEERRDEUOUGROOT

sinal 1 expoente (e) mantissa (m)

Valores especiais:

m 0 = 0 00000 0000000000
m inf =0 11111 0000000000
m -inf =1 11111 0000000000

o & = = DaAE
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Sistema F(p, t, m, M) Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Vamos analisar o padrdo half (16 bits)

i i
iEEEERnnBEnEnnnnn
.

sinal 1 expoente (e) mantissa (m)

Valores especiais:

m 0 = 0 00000 0000000000
m inf =0 11111 0000000000
m -inf =1 11111 0000000000

Dessa forma, os valores disponiveis para o expoente e variam de
1 = (00001); a 30 = (11110)5.
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Sistema F(p, t, m, M)

Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008
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Sistema F(p, t, m, M)

Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Solugdo: x; = 52.5.
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Sistema F(p, t, m, M)

Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Solugdo: x; = 52.5.
formato?

Qual seria o préximo niimero ap6s X a ser representado nesse
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Sistema F(p, t, m, M)

Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Solugdo: x; = 52.5.
formato?

Qual seria o préximo niimero ap6s X a ser representado nesse

X2 = 010100 1010010001 = 52.53125
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Sistema F(p, t, m, M)

Padrao IEEE 754-2008

Padrao nos Computadores — IEEE 754-2008

Solugdo: x; = 52.5.
formato?

Qual seria o préximo niimero ap6s X a ser representado nesse

X, = 010100 1010010001 = 52.53125
Como representar x = 52.51 nesse sistema?
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Sistema F(p, t, m, M)

Arredondamento de Ponto Flutuante

Arredondamento de Ponto Flutuante

(?

KN

'/\
@O0 @
X X X,

R
>
IF

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

Nogdes Basicas de Ponto Flutuante

SME0305 14 /18



Sistema ]F(ﬁ, t,m, M) Arredondamento de Ponto Flutuante

Arredondamento de Ponto Flutuante

(?
¥~ N\ N\

@ O @ S
)
X_ X K

Xy

Solucdo: Basta escolher X € F mais perto de x, isto é,
dist(x,x) = |x — X| seja minima.
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Sistema ]F(/S, t,m, M) Arredondamento de Ponto Flutuante
Arredondamento de Ponto Flutuante

Sejam B = 10 et = 3. Dado x = 37.29. Logo,
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Sistema ]F(/S, t,m, M) Arredondamento de Ponto Flutuante
Arredondamento de Ponto Flutuante

Sejam B = 10 et = 3. Dado x = 37.29. Logo,

x = 0.372 x10%2 + 0.9 x10~!
\7-’-/ \g/
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Sistema ]F(/S, t,m, M) Arredondamento de Ponto Flutuante

Arredondamento de Ponto Flutuante

Sejam B = 10 e t = 3. Dado x = 37.29. Logo,

x = 0.372 x10%2 + 0.9 x10~!

Critério de Arredondamento: ponto flutuante mais préximo

fr x 10°, se |gx| <

=
I
N[—

fe x 10°+ 107, se |gy| >

N[—=
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Sistema ]F(/S, t,m, M) Arredondamento de Ponto Flutuante

Arredondamento de Ponto Flutuante

Sejam B = 10 e t = 3. Dado x = 37.29. Logo,

x = 0.372 x10%2 + 0.9 x10~!

Critério de Arredondamento: ponto flutuante mais préximo

fr x 10°, se |gx| <

=
I
N[—

fe x 10°+ 107, se |gy| >

N[—=

Usando o critério acima, onde e = 2, temos:

x = 0.372 x 102 + 10273 = 0.372 x 10% + 0.001 x 10% = 0.373 x 102
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Sistema ]F(/S, t,m, M) Arredondamento de Ponto Flutuante
Arredondamento de Ponto Flutuante

Sejam B = 10 e t = 3. Dado x = 37.29. Logo,

x = 0.372 x10%2 + 0.9 x10~!

Critério de Arredondamento: ponto flutuante mais préximo

N|—

fr x 10°, se |gx| <

=l
I

fex 10° 4107, se |gx| >

N —

Usando o critério acima, onde e = 2, temos:
x = 0.372 x 102 + 10273 = 0.372 x 10% + 0.001 x 10> = 0.373 x 102

Observacao: truncamento de x é quando sempre fazemos g, = 0, isto
é, x = f, x 10°. Nesse caso o arredondamento é feito na dire¢ao de.0.
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Sistema F(p, t, m, M)

Erro de Arredondamento

Erro de Arredondamento
m Erro absoluto: EA, = |x —X|

m Erro relativo: ER, = |x — X|/ x|
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Erro de Arredondamento
m Erro absoluto: EA, = |x —X|
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Sistema F(p, t, m, M)

Erro de Arredondamento

Erro de Arredondamento
m Erro absoluto: EA, = |x —X|

m Erro relativo: ER, = |x — X|/ x|
Solugdo: EA, = |x — x| = |37.29 —37.3| = 0.01e
ER, = EA,/|x| = 0.01/|37.29] ~ 0.27 x 10—3
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Sistema F(p, t, m, M)

Erro de Arredondamento

Erro de Arredondamento
m Erro absoluto: EA, = |x —X|
m Erro relativo: ER, = |

x —X|/|x|

Solugdo: EA, = |x — x| = |37.29 —37.3| = 0.01e
ER, = EA,/|x| = 0.01/|37.29] ~ 0.27 x 10—3

Definicao (precisao de maquina)

A precisio de mdquina é a distdncia entre 1 e o préximo ponto flutuante maior
do que 1 e é dada por epr = B'~*. O tal eps do MATLAB.
Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Sistema ]F(/S, t,m, M) Operagoes Aritméticas com Ponto Flutuante

Operagdes Aritméticas com Ponto Flutuante

Sejam ¥,y € F. As operagdes com ponto flutuante sdo definidas da
seguinte maneira:

Axoy=x+y
Bxoy=x—-Yy
HXx®y=xXxYy
Bx:y=x+y

No final de cada operacao faz arredondamento.
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Sistema F(B,t,m,M)  Operagdes Aritméticas com Ponto Flutuante

Operagdes Aritméticas com Ponto Flutuante

Sejam X,y € F. As operagdes com ponto flutuante sdo definidas da
seguinte maneira:

BXxdy=x+y
Bxocy=x—y
HX®y=Ixy
BAxsy=x*y

No final de cada operacdo faz arredondamento.

N
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Sistema F(B,t,m,M)  Operagdes Aritméticas com Ponto Flutuante

Operagdes Aritméticas com Ponto Flutuante

Sejam X,y € F. As operagdes com ponto flutuante sdo definidas da
seguinte maneira:

BXxdy=x+y
Bxocy=x—y
HX®y=Ixy
BAxsy=x*y

No final de cada operacdo faz arredondamento.

Solugao: operagdes em IF ndo sdo associativa e nem distributivas, pois:

(23.4®5.18) ©3.05 = 31.7 # 31.6 = 23.4 @ (5.18 © 3.05)

3.18® (5.05@® 11.4) =52.5 #524 =3.18®5.05®3.18 ® 11.4 s
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Sistema F(p, t, m, M) Operagoes Aritméticas com Ponto Flutuante

Operagdes Aritméticas com Ponto Flutuante

Considere a fungdo abaixo:

fx) = (x—1)7 = a7 — 7x® +21x° — 35x* + 35x° — 21x2 + 7x — 1

Plote usando o MATLAB e compare os gréficos de fi(x) = (x — 1) e
fa(x) = x7 — 7x + 21x° — 35x* + 35x3 — 21x? + 7x — 1 usando 100

pontos igualmente espagados no intervalo [1 —2 x 1078,1 42 x 1078].
Explique o que acontece com os dois gréficos.

=] F
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