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Sistemas lineares sobredeterminados

Matrizes nao quadradas

» Onde aparecem, no dia a dia de um engenheiro, ma-
trizes ndo quadradas?



# Terr Constr Ano suites quartos banh Plantas Piscina Vagas Seg24h Prego
m m m 1=sim kR$
1 202 140 1998 0 3 3 2 0 2 0 423
2 250 137 2011 1 2 4 1 0 3 1 611
3 156 102 2001 1 1 3 1 0 1 1 354
4 353 182 2004 3 0 4 1 12 3 0 712
5 198 145 1983 2 1 5 1 0 2 0 387
6 376 251 2007 3 1 5 2 14 3 1 971
7 242 165 2015 1 3 4 2 12 3 1 765
8 177 133 1976 0 3 3 1 0 1 1 313
9 298 223 1997 3 0 5 1 0 2 1 789
10 422 351 2004 3 2 7 2 18 3 1 1310
11 202 140 1998 0 3 3 2 0 2 0 423
12 250 137 2011 1 2 4 1 0 3 1 611
13 156 102 2001 1 1 3 1 0 1 1 354
14 353 182 2004 3 0 4 1 12 3 0 712
15 198 145 1983 2 1 5 1 0 2 0 387
16 376 251 2007 3 1 5 2 14 3 1 971
17 242 165 2015 1 3 4 2 12 3 1 765
18 177 133 1976 0 3 3 1 0 1 1 313
19 298 223 1997 3 0 5 1 0 2 1 789
20 422 351 2004 3 2 7 2 18 3 1 1310
21 202 140 1998 0 3 3 2 0 2 0 423
22 250 137 2011 1 2 4 1 0 3 1 611
23 156 102 2001 1 1 3 1 0 1 1 354
24 353 182 2004 3 0 4 1 12 3 0 712
25 198 145 1983 2 1 5 1 0 2 0 387
26 376 251 2007 3 1 5 2 14 3 1 971
27 242 165 2015 1 3 4 2 12 3 1 765
28 177 133 1976 0 3 3 1 0 1 1 313
29 298 223 1997 3 0 5 1 0 2 1 789
30 422 351 2004 3 2 7 2 18 3 1 1310
31 202 140 1998 0 3 3 2 0 2 0 423
32 250 137 2011 1 2 4 1 0 3 1 611
33 156 102 2001 1 1 3 1 0 1 1 354
34 353 182 2004 3 0 4 1 12 3 0 712
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« Sistemas sobredeterminados aparecem quando se de-
seja fazer sentido desses dados.

» Poderia se procurar uma relagao entre superficie con-
struida e prego, por exemplo. Graficando as colunas
uma como funcao da outra,

plot(Dados(:,3),Dados(:,12))
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O grafico mostra uma certa tendéncia, mas nao fornece
uma férmula para realizar uma estimativa rapida.

E popular procurar férmulas lineares (afins), do tipo

prego ~ constante; + constante, x supconstr

Isto é, procurar k; € k; tais que

k1+51 k2 = P1 1 51 Pl
k1+52 k2 = P2 PN 1 52 ( kl ) _ P2
k1+5mk2 = Pm 1 Sm 'Dm

Eis aqui um sistema sobredeterminado.



« Estéa claro (do gréafico) que k; e k tais que o sistema se
cumpra exatamente nao existem. Caso contrario todos
0s pontos estariam sobre uma mesma reta.

Qual seria a resposta “correta”? Em que sentido?
Como podemos definir a “menos pior” das retas possiveis?

« O grafico mostra outras duas coisas:
— Atendéncia dos dados nao é exatamente uma reta,
se observa uma concavidade para abaixo...

— Para cada valor de supconstr existe uma grande
dispersao...



» Para modelar a concavidade da tendéncia, € popular
ajustar uma quadratica,

preco ~ ki + ky x supconstr + k3 x supconstr2

k1+51k2+512k3:P1 1 51 512 k Pl
kl + 52/(2 + 522/(3 = P2 - 1 S2 522 ( k; ) — P2

Eis aqui mais um sistema sobredeterminado.

Ele também nao tem chance de ter solucao.



» A grande dispersao pode vir de considerarmos apenas
a area construida, havendo outros fatores importantes.

Podemos suspeitar que é necessario incluir na estima-
tiva a superficie do terreno:

preco =~ ki + ko x supconstr + k3 x supterr
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Eis aqui mais um sistema sobredeterminado.



Algebra linear relevante

E conveniente revisar alguns conceitos basicos:
Seja A € R™", com colunas ¢; € linhas ¢

o
A= (aj) = (cilea| ... |cn) =

m

A imagem de A é o espaco gerado pelas colunas de A,

Im(A) = col(A) = {comb. lineares de colunas de A}




Verifiquemos:
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A matriz A transforma o espago de linhas lin(A) ¢ R” no
espaco de colunas col(A) c R™.

Isto € bem evidente nas matrizes simples geradas por dois
vetoresa e R" ez ¢ R™:

a azy ... aizn
A=az"=| .. |(z1...20) = = (aj zj)
dm dmZ1 ... amZp
col(A) ={aa, a € R}, lin(A)={az, a € R}.

Sevlizentao Av=0.0O
Se v=azentdo Av=a|z|3a. O



No caso do sistema sobredeterminado Ax = b, existe
solugéo se e sé se b € col(A) = Im(A).

b¢col(A) = r(x)=Ax-b+0, Vx e R"

Mas isto ndo quer dizer que todos os x estejam igualmente
errados!

Como escolher um deles?



A distancia entre dois vetores v e w, em um espago veto-
rial com produto escalar

vew=v Gw

é dada por

dist(v,w) = [v-w|c =/ (v-w)TG(v-w).

Todo produto escalar corresponde a uma certa matriz G, que
deve ser simétrica e positiva definida (v’ Gv > 0 Vv # 0).

O produto usual (norma | - |») corresponde a G = /.



Equacoes normais
Resulta natural escolher a solugcao de quadrados minimos:

A solugao x* do sistema sobredeterminado Ax = b é
aquela que minimiza ||Ax — b|¢ para o produto escalar
G deR™,i.e.,

|Ax* - bl < |[Ax - b|g  Vx eR™.

Quando poderia aparecer um caso de G # /? Um caso é
quando se da um peso diferente w; a cada equacao (confia-
bilidade da medicdo?).

G =diag(w?, w2, ..., w?)

m



Teorema (Equac6es normais):

ATGAx* =ATGb.

Prova:

|Ax - b|? (Ax - b)T G(Ax - b)
(Ax* + Ad - b) T G(Ax* + Ad - b)

Ax* = b|% +2dT (AT GAx* - ATGb) + |Ad|% O
G G

Obs: Quando A é de posto completo n < m a matriz M =
AT GA (simétrica) é definida positiva. Pode ser resolvida
por fatoracao de Cholesky, mas frequentemente esta mal
condicionada e é instavel ao arredondamento.



Exemp/cf_r]: Aritmética de trés digitos. Produto usual, G = /.
1.07 1.10
A= 107 111 | — ATA:( 2‘6‘(3) ggg )
1.07 1.15 ' '

que ndo é definida positiva: (-1 1) ATA (-1 1)7 = -0.01.
Nesse caso o algoritmo de Cholesky falha.

"Tomado de Numerical Linear Algebra, de R. Rannacher, Lecture Notes
WS 2013/2014, Heidelberg University.



Fatoracao QR completa

Teorema: Toda matriz A € R™" possui uma fatoracao
A=QR «— [QR] = qr(d)

onde @ ¢ R™™ ¢ ortogonal e R ¢ R™" ¢ triangular
(trapezoidal) superior, com r; > 0 V.

Se o posto de A é n, entdao a decomposicao € Unica, e
rij > oVvi

As colunas (e linhas) de Q poderiam ser calculadas ortogo-
nais para qualquer produto escalar G. Vamos assumir que
G =1, que é o que Octave considera.



A maneira mais classica de obter @ e R é o algoritmo de
Gram-Schmidt (infelizmente instavel):

function [Q,R] = clgs(h)
[m,n] = size(Ad);
Q zeros(m,n) ;
R = zeros(n,n);
for j=1:n
V= AC,5);
for i=1:j-1
R(i,j) = QC:,1)?*A(:,5);
V=V-R({E,jI*QC:,1);
end
R(j,j) = norm(V);
Qc:,3) V/R(§,3);
end



aj1  d12 a3 di1 qi2 qi13 Qus rni rn2 ns
d1 @2 a3 | _| G211 92 G23 g 0 r2 3
a3 ax  as3 31 932 G33 Q34 0 0 rs
asy  as  as3 Qa1 Qa2 G4z  Gaa 0 0 O

a(A) = ma(Q)
@(A) = naa(Q)+ma(Q)
c3(A) n3ci(Q) + r3(Q) + ri3c3(Q)

Primeira coluna de Q: Base de span(c;(A)).
Segunda coluna de Q: Base de span(ci(A), c2(A)).

Notar que post-multiplicar Q por R corresponde a fazer operagdes
com as colunas.



As Ultimas m — n colunas de Q sao irrelevantes no pro-
duto, ja que se multiplicam pelas Ultimas m - n linhas de
R, que séao zero.

As n primeiras colunas de Q (se rank(A) = n) sdo base
ortonormal de col(A).

As n—m ultimas colunas de Q (se rank(A) = n) sdo base
ortonormal de col(A)*.

Se as n colunas de A ndo sdo linearmente indepen-
dentes, entao algum dos r; é zero.



Utilidade: Dados n vetores de dados, podemos saber
se sao linearmente independentes e, se sim, construir
o projetor N = @ Q/, onde @, ¢ R™" consiste das
primeiras n colunas de Q.

A matriz I é tal que Mv é a projecao ortogonal de v
sobre col(A) (o vetor de col(A) mais préximo de v, em
norma | - [2)

Exemplo: No caso em que A tem uma coluna so, ci,
temos

1 1 - o v
— C1, c1 ¢, Mv =
ledl2 “lalB™ Jerl3

Q=

gue é claramente a projegao ortogonal sobre col(A).



» Para resolver Ax = b sobredeterminado (m > n), com
rank(A) = n, projetamos b sobre col(A) para que ex-
ista solucao. Dispondo de @ e R tais que A = QR segue
que

Ry
0

QRx*=Nb = (Qle)( )x*:QlQlTb

= QRix*=QiQb
Multiplicando por Q/, ja que @ @1 = nxn,

Q1=Q(:,1:n);
Rlx*:QlTb — R1=R(1:n,:);
x=R1\ (Q1’ *Db)




Resolver com fatoragao QR é mais estavel que resolver
ATAx* = ATb.

A construgao de Q e R deve ser feita de maneira estavel.
O algoritmo basico de algebra linear (ortogonalizagao
de Gram-Schmidt) € instavel. O algoritmo de House-
holder é preferivel.

Temos assim resolvido o problema de ajuste por minimos
quadrados quando rank(A) = n. O “erro” ou “residuo” é

r=Ax*-b=Tb-b=-@QQ] b.Ele é ortogonal a col(A)

e por tanto nao pode ser melhorado.

Em Octave x=A\b fornece a solucdo de quadrados
minimos! (ndo é necessario escrever x=R1\ (Q1’*b))

O custo computacional é ~ 2mn? - 2n%/3. Se m = n da
4n3/3 (LU:2n3/3).



