Circuitos elétricos

A rede da figura estd composta por m = 8 arestas e n = 7 nés. Uma
vez numerados os componentes, resulta um grafo cuja representagdo
pode ser feita por uma matriz de incidéncia J (m x n). Notar que se
introduz uma orientacao.

1 -1 0 0 0 0 0
01 0 -1 0 0 0
00 -1 1 0 0 0

o 0o o 1 0o -1 o0

J=l o 0o o 1 -1 0 o
00 1 0 -1 0 0
00 0 0 -1 1 0
o0 0 0 0 1 -1



Outra representacao ¢é a lista de arestas C, e outra é a matriz de
adjacéncia A, na qual A;; = 1 se i é conectado a j (em geral ndo

identifica orientagdo, pode se assumir i conectado com i ou ndo).

; i 1100000
4 3 1101000
4 6 0011100
C= 45 |/ A=]101 11110
3 5 0011110
6 5 0001111
6 7 000 0O0T1T1
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e Conservacdo da carga: Requer que em cada juncdo a soma de
todas as correntes saintes seja zero.

Zl’k%gzo, eg., —h+iz+is+iy=0.
k—¢

e Lei de Ohm: Requer que, em cada aresta, o produto da
impedancia pela corrente seja igual & diferenca de tenséo.

ANv =171, eg., U3 — U5 = Zglg .



e Seja v o vetor (coluna) que contém as voltagens em cada no.
— T
0= (Ul/ 02,03,04,70s5,0g, 07)

e Calculemos o produto ] v:

01 — 02
U2 — U4
U4 — U3
U4 — Vg
Jo= U4 — U5
U3 — U5
U6 — U5
Vg — U7

Jv é um vetor que, para cada aresta, contém a diferenca de
voltagem entre os nés de entrada e de saida (origem e ponta da
flecha).
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e Se define o vetor de correntes da rede, i = (iy, . .., ig)T, e o vetor
G(i) dado por
Gr(i) = —Zy iy .

o A lei de Ohm se escreve, assim,

Ju+G(i)=0 <« leide Ohm

e O produto | v se programa facilmente com a matriz de
conectividade:

for k=1:m ## m: nro. de arestas
Jv(k)=v(co(k,1))-v(co(k,2));
endfor

e G(i) é simplesmente “G=Z.*ii”
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Calculando o produto Ji se obtém

i
—i1+1
—i3 + ig
]TiI —ih+i3+1is+1s5
—i5 —ig — i7
—iy + 17+ ig



e A conservacdo da carga se escreve, portanto,
JTi=c < cons. da carga

onde c é o vetor de correntes entrantes (positivas entrando
desde o exterior da rede) em cada né.

e O produto JT i se programa facilmente com a matriz de
conectividade:

JTii=zeros(n,1); ## n: nro de nos

for k=1:m ## m: nro. de arestas
ki=co(k,1); k2=co(k,2);
JTii(k1)=JTii(k1)+ii(k);
JTii(k2)=JTii(k2)-ii(k);

endfor



Sistema de equagdes e incognitas

Se nido houver nenhuma conexao a terra (apenas correntes
nodais ¢ impostas), o sistema acabaria nas equagdes ja
apresentadas.

Jo+G(i) = 0
]Ti = c

O sistema seria quadrado, mas a solu¢do néo seria tnica.

Mostrar que
e se (v,i) é solugdo de (lei de Ohm)-(cons. da carga), entdo
(v+ al,i) também é solugdo, onde & € R é arbitrario e
1=(1,1,...,1)T € R™Y,;
e secl1=Y", c; édistinto de zero, o sistema nao admite
nenhuma solugao.

As observagdes do exercicio surgem naturalmente da andlise
fisica do problema.
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e Havendo nt conexdes a terra, a situagéo é diferente. Em
particular, do vetor ¢ havera nt componentes que serdo
incégnitas.

e Seja {T(r)}"., um vetor que contém os indices de n6 que
correspondem a conexdes a terra (v = 0). Na rede da figura seria

(1),

Definindo a matriz auxiliar de injecdo D € R" ™, cuja coluna r
é a coluna T(r) da matriz identidade I € R"*", se cumpre no
NOSSO caso que

1

Lo [T ~(a).

»)

|
cocoococoo
moocoooo
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e Assim, as equagdes de imposi¢do de v nos nés aterrados se
escrevem matematicamente,

DTU:O, nocaso,( o1 > = ( 0 )
(%4 0

e Decompomos o vetor ¢ = ¢l + ¢4, onde ¢/ = 0 nos nés aterrados
e ck 6 dado nos nés livres. Analogamente, c? é zero nos nés
livres e incégnita nos nés aterrados. Escrevendo essas nt
incégnitas num vetor i (de nt x 1) segundo

i (k) = c(T(k)) ,
as equagdes de conservagido da carga se escrevem

JTi - Di* = L.



e O sistema total a resolver é: Achar (i,0,i') € R" "+ tais que

G@i)+Jv = 0 < meqs
jti - Di* = — negs
D'v = 0 <~ nteqs

e Os dados sio as correntes de entrada nos nés livres ¢t

(tipicamente zero se ndo hé fontes de corrente ou consumos), e a
lista de nos aterrados T.
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Implementacao

¢ Levamos o problema a forma: Determinar x* € R ta] que

i G(i)+]v
f(x*) =0, onde x € v e f(x) = JTi—Di" —cb
il Do

e Utilizaremos para isto a fungdo fsolve:

Function File: fsolve (FCN, X0, OPTIONS)
[X, FVEC, INFO, OUTPUT, FJAC] = fsolve (FCN, ...)

function y = £ (x)
y(1,1) = -2xx(1)"2 + 3*x(1)*x(2) + 4xsin(x(2)) - 6;
y(2,1) = 3*x(1)"2 - 2*xx(1)*x(2)"2 + 3*cos(x(1)) + 4;
endfunction
[x, fval, info] = fsolve (@f, [1; 2])
x = 0.57983 2.54621 ** fval = -5.7184e-10 5.5460e-10
info = 1



G@)+]Jv
e Precisamos programar o residuo. f(x) = | J%i—Di* —ct
-DTo

function fx = felet(x)
global m n nt co T cL
ii=x(1:m); v=x(m+1l:m+n); iA=x(m+n+1:m+n+nt);
fx=zeros(m+n+nt,1); fx(m+1:m+n)=-cL; ## inic. fx
dv=deltav(ii); ## funcao G(i)
for k=1:m
nil=co(k,1); n2=co(k,2); ## co==conectividade
fx(k)=dv(k)+v(n1)-v(n2); ## lei de Ohm
fx(m+nl)=fx(m+n1)+ii(k); ## eq. de carga
fx(m+n2)=fx(m+n2)-ii(k); ## eq. de carga

endfor

for k=1:nt

fx(m+T(k))=fx(m+T(k))-iA(k); ## eq. de carga
fx (m+n+k)=-v(T(k)); ## eq. impos. terra
endfor

endfunction
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2 2
él
=s2 3 6
1
global m n nt co T cL ome

m=8;n=7;nt=2;co=[1 2;2 4;4 3;4 6;4 5;3 5;6 5;6 7];
T=[1 7];cL=zeros(n,1);

e S6 nos resta programar a fungdo G(7) (deltav), que vale para
cada aresta relacionando Av e i!
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function g = deltav(ii)
global m n ome
v0=1.0; RR= 100*x[0 1 1 1 1 1 1 1];
LL=1e-4%[0 1 1 1111 1]; CC=1le-6x[0 1 1 1111 1];
for k=1:m
if (k!=1)
Z(k)=RR(k); ##para testar, sem reactancia
g(k)=-Z(k)*ii(k);
else
g(k)=v0;
endif
endfor
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e Com isto, j& podemos calcular o residuo

ii=O*ones(m,1);

v=0%*ones(n,1);
iA=0*ones(nt,1);

x0=[ii;v;iA]; ##residuo de x=0
res=felet (x0)

>>res= 10000000000000000O

onde as primeiras 8 componentes sdo residuos na lei de Ohm
nas arestas, os seguintes 7 desbalangos de carga nos nos, e os
altimos 2 residuos na satisfagdo de v = 0 nos nds aterrados.
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e Finalmente, podemos utilizar fsolve para resolver.

[x fv infol=fsolve(@felet,x0)

0.00381
-0.00143
0.00000
0.00000
0.00381

-5.8553e-
-5.5611e-
-5.1174e-

2.1684e-

0.00381 0.00048 0.00238 0.00095 0.00048
0.00381
1.00000 0.57143 0.61905 0.52381 0.38095

-0.00381

13 4.4409e-16 0.0000e+00 3.3307e-16
16 -1.1102e-16 -6.6847e-13 4.9962e-16
17 -5.0307e-17 5.4210e-19 -8.2399e-18
18 7.8063e-18 1.7347e-18

-0.0000e+00 1.7750e-20

info = 1
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Resposta em frequéncia

Desenvolvida em elet2.m (ver site)

v0=1.0; RR= 100%x[0 1 0 10 0 0 0 1];
LL=1e-3%[0 0 10 10 20 0 40 0];
CC=1e-6%[0 1e10 1 1el0 1el0 1 10 1el0];




k=1:320; om=100%((2.0)"(1/32)).7k; sol=[];
x0=zeros (m+n+nt,1);
for jom=1:length(om)
ome=om (jom) ;
[x fval infol=fsolve(@felet2,x0);
sol=[so0l,x]; x0=x;
endfor
ii=sol(1:m,:);
v=sol(m+1:m+n,:);
iA=sol (m+n+1:m+n+nt,:);
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File Edit

lel
datal|
dataz |

o data3 |
datad |
datas |
datas |

c data7 |
dataB

led

les

les

le7

le-8

letl let2 lets lets lets

AlG|P| | 7| [1.335e+84, 1.383-67]

Griéfico de abs(ii(1:8,:)) vs. om.
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File Edit

4 .
datal

data2
data3
datadq
datas
2 data6 |
data?
datag

4 — ]
letl let2 lets lets le+s

Ala|r|a|?] [1671, 0.88531]

Gréfico de angle(ii(1:8,:)) vs. om.
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File Edit

le+l
datal |
data2
data3
datad |

let0

le-1

1e-2

le+l le+2 le+3 le+s 1e45

AlG|P|a| 2] [1.84esss, 1.426]

Gréfico de abs (v(3:6,:)) vs. om.
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File Edit

3 .
datal

data2
data3
datad

2

1

0

letl let2 lets lets le+s

alg|p|r|?] 59, 2.8

Gréfico de angle(v(3:6,:)) vs. om.
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Modelo de antena

Hamid & Hamid’s Broadband Equivalent Circuit (1997)

Example Dipole: C1=22.9 pF C2=30.3pF C3=57.1pF
C0 =439 pF L1=125pH L2=2.26 pH L3 =522 nH
Lo = 4.49 pH R1=4,970 Q R2=3,338Q R3=2,702 Q

Q Foster’s 15t canonical form with small losses added
Q Fits dipole impedance best near antiresonances

U Reference: Ramo, Whinnery, and Van Duzer, Fields and Waves
in Communication Electronics, Wiley, 1965, Section 11.13

S.D. Stearns, K6OIK ARRL Pacificon 2004
Page 54 October 15, 2004
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Accuracy of Hamid & Hamid’s Equivalent Circuit

Input Impedance [Ohm]

S.D. Stearns, K60OIK

Page 55
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I

15
Frequency [MHz]

ARRL Pacificon 2004
October 15, 2004
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Example Dipole: C1=22.9 pF C2=30.3pF C3=57.1pF
CO0 =43.9 pF L1=125pH L2=2.26 pH L3 =522 nH
Loo =4.49 pH R1=4,970Q R2 =3,338Q R3=2,702 Q

m=11;n=5;nt=1;

co=[5 1;1 2;2 3;2 3;2 3;3 4;3 4;3 4;4 5;4 5;4 5];

v0=1.0; big=1lel2;

RR= 1e3%[0 0 4.97 0 0 3.338 0 0 2.702 0 0];

LL=1e-6%[0 4.49 0 12.5 0 0 2.26 0 0 0.522 0];

CC=1e-12%[0 43.9 big big 22.9 big big 30.3 big big 57.1];
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Desenvolvido em elet3.m (ver site)

@ z+ z @ i Axes Grid Autoscale

&000

000 +

2000 —

2000

-a000 : L L
o SetoE Leto7 150407 2e+07 250407 sat07
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Conclusoes sobre calculo de redes elétricas

e Utilizando grafos orientados, e em particular a matriz de
incidéncia | e a matriz de injecdo D, é possivel escrever as
equagdes fisicas dos circuitos elétricos como um sistema
de equacdes algébricas linear.

e A implementacdo eficiente permite automatizar o calculo
de qualquer circuito.

e E possivel resolver o sistema algébrico com a fungéo
fsolve de Octave, apenas programando a fungéo residuo.
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