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Calculo de autovalores e autovetores

Existem varios problemas na engenharia em que precisamos calcular os autovalores
e autovetores de uma matriz.
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Definicdo: Seja A € R"*", A € R é autovalor de Ase A — \I é singular.

Por tanto, se X é autovalor de A, existe v € R", v # 0 tal que
(A=AD)v=0
ou seja:

Av=JA\v

Definicao - Polindbmio caracteristico
P(\) = det (A — AI)

P()\) é chamado de polinémio caracteristico de A e os autovalores de A sdo os zeros
desse polindmio.



Matrizes semelhantes, matrizes diagonalizaveis
» Teorema: Se A e B, matrizes n x n, sdo semelhantes, i.e., satisfazem
B=S"1AS, ou A=SBS!

para alguma S nao singular, e (), v) é auto-par de A, entdo (\, S~1v) é auto-par
de B.

« Definicao: Uma matriz A é diagonalizavel se ela é semelhante a uma matriz
diagonal. Para isto, devera existir uma matriz S nao singular e uma matriz

A= diag(/\l, Aoy, >\n)
(os \'s podem ser repetidos) taisque A= SASL.

« Uma matriz A € R"™*" é diagonalizavel se e s6 se existem n autovetores linear-
mente independentes.



Matrizes simétricas

+ Toda matriz real simétrica é diagonalizavel.

» Sejam v and w autovetores correspondentes a autovalores distintos A e u de
uma matriz simétrica, i.e.

Av=J>\v, Aw =puw

Entao, v e w sdo ortogonais:

T

(viw)=v' w=0

+ Se A é simétrica, entdo A= SA ST, sendo S ortogonal e A diagonal.



Mais propriedades importantes
» Se )\ € autovalor de A, entdao A + g, g € R é autovalorde A + g1
+ Se ) é autovalor de A, entdo ﬁq, q € R é autovalor de (A + qI)~L.
« Otrago de A é:

n n

trace(A) = > Ai=» X

i=1 i=1

+ O determinante de A é:
det(A) =AM A2\,



Método das poténcias e as suas variantes

O método das poténcias € um método iterativo para achar o autovalor de maior
modulo de uma matriz.

Vamos supor que temos uma matriz A diagonalizavel cujo autovalor A; & maior em
valor absoluto que todos os autovalores restantes.
Escrevendo um vetor arbitrario z como combinagédo dos autovetores obtemos

z=c v £ v@ .o, v

Agora multiplicamos por A em ambos lados

Az=c Av) £ AV ... 4, AV
ejaque Av() =\, v =1 . n, resulta

Az = a )\1 V(l) + 6 A2 V(2) +--+cp >\n V(")

Tirando fator comum )\

A A
Az=XavW 4o (Z2)v@ 4. g [(22) v
)\1 )\1

Multiplicamos novamente por A em ambos lados



K K 1 2\ o A\
Az= XNelgv®D 4o (Z2) v 4 iqe, (22 v
/\1 >\1

r

k
Claramente, se (%) <1, i=23,..,n, entdo, quando k — oo, (%) — 0. Isto &,

quando k — oo, A¥z tende a ficar alinhado com v(Y), j& que o resto r tende para zero.



Motivados por isto, vamos propor o método das poténcias:

- Dado x© € R?, y(© = x2_"1(0) _ y(0)T 4y(0)

REQK

e fork=1,2,..

— x() = Ay(k-1)

-
- Se [k — pk=| < TOL |n¥| = Sair
 end for

« return n(*)



Convergéncia do método:

/\| k
1]
|] 1| = |A1|

Ao\
W _ W < C<|2)
v v < e (5

Assim, (%) tende ao autovalor mais afastado do zero, e y(¥) tende ao autovetor cor-
respondente normalizado.
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Método das poténcias inversas

Lembremos que se (), v) é autoparde A = (1,v) é autoparde A~%, i.e.,

1 1
Alv=A1(ZAv)=1Z
v <)\ V> \ 4
Entéo os autovalores de B = A~! serdo: {y-, ..., x-}, 0 que significa, que o au-
tovalor de maior médulo da matriz B = A~!, corresponderd ao autovalor de menor
médulo de A

1
© Amin(A)

Podemos aplicar o método das poténcias que acabamos de introduzir na matriz B(=
A~1) para determinar o autovalor de menor médulo de A.

)\max(B)

Vamos supor A € R"™" que posui autovalores )\;, i =1, ..., n e se verifica que

Al = 2| = [As] = . > A
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O algoritmo é:

O

+ Dado x© € R”, y(© = X5 A = y© T A-1y(0)

s fork=1,2 ..
— x(K) = A-1y(k-1)
-y = L
— k) =y A1y
- Se |u) — pkV| < TOL |u¥| = Sair
* end for
* return ﬁ
Lembremos que em geral ndo precisamos calcular a inversa da matriz.
ALy — 5 () o Ak = y(k)
Este sistema pode ser resolvido para achar x(¥) usando a fatoracdo LU ou de Cholesky.

Uma vez que essa fatoragao esta pronta, ela pode ser usada cada vez que precisar
dentro do algoritmo fazendo:

z =1L \y
x=U\z
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Poténcias inversas com deslocamento
Ja vimos métodos para calcular:

« O autovalor de maior modulo, i.e., o autovalor mais afastado de zero;
« O autovalor de menor médulo, i.e., o autovalor mais perto de zero;

Que fazer se quisermos o autovalor mais proximo de um certo nimero g? Neste caso
podemos usar o método das poténcias inversas com deslocamento. Procedemos
assim:

+ Vamos supor uma matriz A com autovalores {1, A2, ..., An}.

* Lembremos que a matriz A; = A — gl tem autovalores {\; — ¢, A2 — q,..., A\g —
qg,....A\n — q} € seja A\, 0 autovalor de A mais proximo de um nimero gq.

+ Aplicando o método das poténcias inversas a A, i.e.
1 1 1

)\max A - =
( 7 ) Amin(Ag)  Ag—q
Entao: )
M=+ 4
T Amax(Agh)

Para ter uma ideia da regiao aonde procurar os autovalores podemos usar os chama-
dos discos de Gershgorin (ver slides do Prof. Afonso Paiva).
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O comando eig

O comando eig calcula a fatoragdo A = SA S~

[S Lam]=eig(A) --=>  A=SxLam*inv(S)
» As colunas de S séao os autovetores de A correspondentes a cada autovalor.
» Se A é simétrica, Lam é real e S ortogonal.

« Em geral, tanto S como Lam sdo complexas, mas se A é real os autovalores
aparecem em pares conjugados.

« Para isto, Octave utiliza o método de Francis (ver slides do Prof. Afonso).
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No calculo de estruturas é usual encontrar o problema generalizado de autovalores
Av=AMv

onde M é uma matriz definida positiva (“matriz de massas”).

O comando eig de Octave também resolve esse problema:

[S Lam]=eig(A,M) --=>  A=M*S*Lam*inv(S)

+ As colunas de S sédo os autovetores de A correspondentes a cada autovalor,
i.e.,

AxS(:,k)-Lam(k,k)*M*S(:,k) e’ igual a zero.

» Se A é simétrica, Lam é real.
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A decomposicao SVD
E a generalizagdo mais Gtil da diagonalizagdo de matrizes.

Valores singulares e vetores singulares

» Um real ndo negativo o € valor singular de uma matriz M € R™*" se e s0 se
existem vetores unitarios v € R™ e v € R" tais que

Av=ou, e ATu=ov. (1)

Os vetores u e v sao chamados de vetores singulares para o a esquerda e a
direita, respectivamente.
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» Teorema: Toda matriz real A € R™*" pode ser fatorada como
A=UxVT & [U S Vl=svd(A) 2)

onde U € R™™e V e R™" sdo matrizes ortogonais, € a matriz X € R™*" é
diagonal, satisfazendo ¥;; > ¥ > ...X,, > 0, e todos os elementos restantes
sao zero. O inteiro r < min(m, n) € o posto de A. Usaremos também a notagao
o; = X para os valores singulares.

Exo.: Mostrar que, se se cumpre (2), entdo as colunas de U e de V sdo vetores
singulares de A, a esquerda e direita respectivamente, e os elementos diagonais de
¥ sdo valores singulares de A.
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« Denotemos por u() a coluna nimero i de U, e por v{) a coluna nimero i de V.
Quando resultar conveniente e nao gerar confusdo, usaremos também vu; € v;
para os mesmos fins.

Exo. Acao sobre um vetor z:
Dizer se alguma das identidades abaixo esta errada:
Az = AW 2)vi+ ..+ (v, 2)v]
= (vsz)Avl + ...+ (vnTz)Avn
= oW 2)u+..+0.(v 2)u

- [glulvlT +... 4 J,u,v” z

Supondo que a ultima esteja correta, responda se ela é suficiente para poder

afirmar que
! T
A= Su (v
ol ()
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Exo.: Os seguintes itens sao verdadeiros:

As colunas r + 1 a n de V sao uma base ortogonal do nucleo de A.
As colunas 1 a r de U sdo uma base ortogonal da imagem de A.

A diagonal de ¥ tem comprimento min(m, n), quando A é matriz m x n.

Dada a decomposigdo A = UL VT, o posto de A é r se e s0 se 0s elementos
r + 1 a min(m, n) da diagonal de ¥ s&o zero, e os primeiros r elementos
positivos.
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» Teorema: Seja A € R™*" uma matriz cuja decomposicao SVD é dada por
A= UZVT. A melhor aproximagdo a A com matrizes de posto k < r é dada por

A=USVT, 3)

onde ¥ é também diagonal, seus elementos diagonais 1 a k coincidem com os
de ¥, e o resto sdo zero.

+ Teorema: Seja A ¢ R"*" uma matriz quadrada, com decomposicdo A = UX V.
A matriz ortogonal mais proxima a A é, entdo, a matriz Q = UV
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Pseudoinversa

+ A pseudoinversa de uma matriz A € R™*", que denotaremos por A", éde nx m
e definida por
AT = vEiuT, (4)

onde £ € R"™™ é a matriz diagonal cujos elementos valem 1/%; se ¥; # 0, e
zerose Y ; = 0.

» O problema de minimos quadrados
Ax=b

com A arbitraria (de posto incompleto, em particular), se resolve de maneira
simples como
x=Alb & x=pinv (A)*b (5)

Quando A é de posto completo a solugao coincide com a obtida com a fatoragao
QR, que é solugao de
ATAx=ATb. (6)

Quando A é de posto incompleto, e a fatoragcdo QR fornece entao infinitas solugdes,
a solucao obtida é a de minima norma.
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As seguintes afirmacdes sao verdadeiras?
« AATA=A
« ATAAT = AT
.« (AAD)T = AAT
- (ATA)T = ATA
c ATA=VXITLVT
AAT = Uz TyuT

As colunas de V sdo autovetores de AT A.

As colunas de U sdo autovetores de AAT.
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