SMEO0306 - 2013

Gustavo Carlos Buscaglia

ICMC - Ramal 738176
gustavo.buscaglia@gmail.com

Prova 2 (20 de agosto de 2013)

Seja f uma fungdo suave e limitada. Seja a integral exata

I= /ZHL f(s) ds

e seja a integral numérica

[=hlaf@+Bfa+m) +1i@t D] O

onde «, 3 e v s@o numeros reais. Responder se verdadeiro ou
falso:
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Sea+fB+v=1,entdao I — I = O(h?).V
Sea+fB+~=3,entdo I — I = O(h*).F
Sea+pB+~v=1,entdo I — I = O(h).V
Sea+B+~=3,entdo I — I = O(h).V
Sel —I=0(h* e28+~=1,entdo [ — I = O(h*).V

Sel—TI=0(*ef+~=1,entao I — I = O(h*).F
Se I —I=0(h?*) e28+~=2,entdo [ — I = O(h?).V
Se I —I=0(h?* e28+~=0,entio I — I = O(h®).F
Se I —1=0(h*el28+3y=1,entao I — I =O(h*).F
SeI—T=0(h®) e128+43y =4, entao I — I = O(h*).V
SeI—T=0(hel128+3y=4,entao I — I = O(h°).V

Faga como exerccio em casa a expansao de Taylor até ordem
6 para mostrar que, para fungbes f em geral, é impossivel

escolher a, 8 e y tais que I —

I =o(h®).

Exercicios adicionais (sugerido fazer até 10 de
setembro):

1.

A partir da integral numérica (1), que vale para qualquer
intervalo (z,x + h), escrever um pequeno programa Oc-
tave que, conhecendo a fungao f a integrar e o intervalo
de integragao (a,b), por exemplo

=
0

(cujo resultado exato é J = w2 /4,  ver
mathworld.wolfram.com/DefiniteIntegral) cal-
cule uma aproximacio numérica J. O programa deve
permita escolher os pardmetros «, 5 e v € o nimero N
de sub-intervalos equi-espagados desejados. Em cada
subintervalo a integral numérica é feita usando (1) e
tudo isso é somado.

x sinx
1+ cos?2x

Escolher por exemplo o = 0.5, 8 = 0.5, v = 0 (método
dos trapézios). Fazer uma tabela do erro de integracao

= |J—J| como fungdo de N para N = 1,2,4,8,.... D4
para ajustar uma lei F ~ ¢ N°? Qual a relago entre (a) a
ordem do método dos trapézios (segunda ordem, segundo
todo mundo fala), (b) a ordem que esse método da no
exercicio da prova (terceira ordem), e (c) o exponente b?

Deveria dar o seguinte (mas faca e verifique): O rol de h
no exercicio da prova aqui é protagonizado por (b—a)/N,
no caso h = w/N. Cuidado que, por haver um ponto
adicional no meio de cada sub-intervalo, a distancia entre
pontos é h/2 e ndo h, mas o ponto central nao ¢ utilizado
em absoluto (y = 0). Cada uma das N subintegrais é
feita com erro O(h®), como mostrado na prova. Porém,
como N = 7 /h, quando somarmos os erros a ordem da
integral toda serd 2 e ndo 3 (essa ¢ a relagdo entre (a) e
(b)).

J4 que esperamos E = O(h?), esperamos também E =
O(N™?) e por tanto b = —2.

Verifique outras escolhas de «, (8 e 7.

. E interessante ver o que acontece quando a fungao nao é

suave, por exemplo

/04 f(z) dz

Qual o exponente b que se obtem nesse caso? O valor
exato é obviamente 4 — 7.
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. Treine seus desenvolvimentos de Taylor provando as

seguintes afirmagoes. En todos os casos f(z) é uma

fungao suave.

(@) flz+3)=3
(b) flz+7) =3
(©) fla+%) =1
(d)

(f(@)+ f(z+h)) + O(h%).
(f(x) + f(z + h)) + O(h).
f@) + 1@+ 1)+ O(h%).
16 (

Para qualquer 6 (qualquer?),

flx+0h)=(1—0)f(z)+0f(x+ h))+O(h?
(e) Sex; =jhel=Nh, entdo

N-1

¥4 h2
[ f@do=n3 s+
0 2

=0

N-1
f'(z;) +O(h%)

j=0
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Notar que o primeiro termo é o método dos
retangulos, e o exercicio mostra como corregir o re-
sultado para obter O(h?) se se conhece a derivada
nos pontos x;.

(f) Considere a integral numérica

I'=af(x)+Bf(x+h)+pnf () +nf (x+h)

que pretende aproximar [ = f”h f(s) ds. Como

escolher «, 8, w e n para que I — I = O(h)? e
O(h®)? e O(h®)?... da para obter O(h®)?

(&) (@) = H((a+h) — f(2)) +Oh).
() £+ 5) = (Sl +h) = f(2)) + O(2),
(i) Para todo 6 # 1,
S+ h) = (@) = f'(@+0h) +O(h)

() 3r(f(z+h) = fla = h)) = f'(z) + O(h?)
(k) Para todo 0 # 1,
1
(1+06)h

1) 55 (3f(x) —Af (@ —h) + f(z —2h)) =

(fz+h) = f(z—0h) = ['(z) +O(h)

(@) +0(h?).



