INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMATICAS E DE COMPUTACAO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA E ESTATISTICA

Exercicios de Minimos Quadrados

1. Provar que a matriz de minimos quadrados é definida positiva, isto &, que

todos os seus autovalores sao estritamente positivos.

Seja a matriz de minimos quadrados definida por

(p1,01) oo (n, 1)
M=1": ;
(e1,n) oo (n;on)
em que ¢y, . .., P, 6 uma base para o espago vetorial V e (+,-) é o produto escalar. Seja

A€ Rewv eV tal que v # 0, devemos provar que se Mv = Av entao A > 0.
Premultiplicando a equacao do autovetor por v’ obtemos v7 Mv = MvTv. Entao vemos
que

v Av = (Vi1 + - ..+ Vpon,  VIP1 F .. F Vppn) >0,

uma vez que v # 0 e {y;}, parai =1,...,n, é base. Por outro lado

vlv =02 + .. .02 >0,

n
pois v # 0, assim

v Mu
A= =

> 0.
vy
Portanto, todo autovalor A da matriz M é estritamente positivo. Portanto a matriz M

de minimos quadrados é definida positiva.

2. Calcule a distancia entre duas fungoes f e I’ para cada produto escalar.
(a) (u,v) = Zgl u(zx;) v(zr;). Resposta:
N 3

Z |f (@) — F(z:)|?

=1

D(f, F) =

Portanto, minimos quadrados nesse caso minimiza a diferenca quadratica das

funcoes nos pontos de amostragem.
(b) (u,v) = fab u(x) v(z) dz. Resposta:

1
2

o) = [ [ 150) - o o]

Portanto, minimos quadrados nesse caso minimiza a integral da diferenca quadra-

tica entre ambas funcoes no intervalo de integragao.
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(¢) (u,v) = fab u(z)?v(x) dr. Resposta: Isto nao é um produto escalar porque nao

é linear no primeiro argumento.
(d) (u,v) =M W, u(z;) v(z;). Resposta:

2

D(va):

ZWi [f(2:) = F (i)

Portanto, minimos quadrados nesse caso minimiza a diferenca quadrética das

fungoes nos pontos de amostragem, dando peso W; a diferenca no ponto i-éssimo.

(e) (u,v) = fab(l + sin?(z)) u(z) v(z) dv. Resposta:

1
2

D) = [ [+ st ) - P a]

Portanto, minimos quadrados nesse caso minimiza a integral da diferenca qua-
dréatica entre ambas fungoes no intervalo de integracao, pesada com a funcao

1 +sin®(z) (e assim dando mais importincia aos v prozimos de x = w/2 + k7).

3. Seja () um dominio bi ou tridimensional, que esti dividido em sub-dominios
ki,i=1,...,N de forma arbitraria. Seja f uma funcao definida em () e seja V'
o espaco das funcgoes que sao constantes em cada k;. Mostrar que a melhor
aproximacao de f em V, no sentido dos minimos quadrados e considerando
o produto escalar de L?*({2), é a fungao que em cada k; vale a média de f em
k;.

Seja f uma func¢ao definida em Q (bidimensional por simplicidade) e seja V' o espago
das funcoes que sao constantes em cada parte k; de €2. Queremos mostrar que a melhor
aproximacao de f em V', no sentido dos minimos quadrados e considerando o produto
escalar L%(Q2), é a fungdo que em cada k; vale a média de f em k;. Lembremos ante

tudo que o produto escalar de L*(Q) entre duas fungoes u e v é
() = [ utw)v(e.) dedy
Q

Seja ¢; a fungao que vale 1 em k; e zero fora dele, isto é

1 se(z,y) €k

Pi (*Ta y) = ~
0 se nao
Assim aproximamos a funcao f por
frF" =aje1+ ...+ ayen (1)



no sentido dos minimos quadrados, onde N é o nimero de partes (ou subdominios).

Queremos resolver o sistema Ma* = B em que

M=

(()017 gon)

(@17 901)

(me 301)

((pnv Son) Oén

Aplicando o produto escalar definido acima, temos

(9017.]()

(¢n, f)

+ / pipidrdy
kn

N————
0

kn
0 0

(bivwi) = Joeilz,y)pilz,y) dedy
= / wipidrdy + ... + / wipidrdy + . . .
k’l ki
0 sz 12dxdy
= [, 1Pdrdy = Area(k;)
e, se j #1,
(pirps) = Jqowipdudy
= / pip;drdy + . .. +/ wip;drdy + ... + / wip;drdy + ... + / wipidxdy
k1 ki kj
0 0
=0
Ademais,
(0 f) = Joei(z,y) fz,y)dzdy

/gpifdxdy—l—...—f—
—_———

k1 k;

ﬁ,—/
0 fk (z,y)dxdy

(x,y)dz dy

Je !

/g@,-fda:dy+...+

/ oif du dy

N————
0

assim a matriz M e o lado direito B do sistema sao dados por

[ Area(ky) 0
0 :

0
0
0

o O O O

Area(k;)

0 Area(ky)

fk (z,y) dxdy
fk z,y) dr dy
fk (v,y) drvdy |

Resolvemos o sistema facilmente por ser M diagonal, determinando os coeficientes o

que sao dados por

a = /fxydxdy

Area



Assim a funcao F™* em cada k; vale a média de f em k;. Para um dominio tridimensional
a resolucao se faz de forma anéloga. Refaga o exercicio considerando agora que ¢;(z,y)
vale ¢ no subdominio k; e zero fora dele. Comprove que, embora M, B e o resultam

diferentes, a funcao F™* obtida é exatamente a mesma.

. Considere os seguintes conjuntos de fungoes:

V': os polindmios de grau < 4 tais que p(1) = 0;

W: o subconjunto de V tal que p'(2) = 0;

X: o subconjunto de W tal que p”(3) = 1.

Sao V, W, X espacgos vetoriais? De que dimensao?

Resposta: V é espaco vetorial de dimensao 4.
W é espaco vetorial de dimensao 3.
X ndo é espago vetorial, porque se p € X e ¢ € X, entdao (p + ¢)"(3) = 2 e portanto

p + q nao pertence a X. Outro bom motivo é que o polinémio nulo nao pertence a X.

. Sete experimentos foram feitos para determinar a durabilidade de um certo
tipo de pneus. Os resultados foram os seguintes:
Experimento (i) 1 2 3 4 5 6 7
Durabilidade (D;) [km] 56000 52000 55000 62000 60000 63000 61000

Pelas condigoes dos experimentos, os engenheiros decidiram associar a cada

um deles um peso (fiabilidade) diferente:
w1 = ]_, Wo = ]_5, W3 = 2, Wy = 257 W5 = 3, We = 4, Wwr = 5.

Calcular a melhor estimagao D*, no sentido de minimos quadrados, para a

duravilidade dos pneus considerados utilizando o produto escalar
7
(D,G) => wiDG;. (2)
i=1

Como o que se procura é um numero tnico independente dos experimentos (a “dura-
bilidade nominal” do pneu ou algum nome assim), a fungdo que procuramos é uma
constante da forma

F = (071

e por tanto p; = 1. Assim a melhor estimagao F™*, no sentido de minimos quadrados,

para durabilidade dos pneus é dada por
F*=of (3)

Considerando o produto escalar (2) o sistema a resolver (que é de 1 equagao com 1
incognita) é
7 7

M=[1D]=> w=19 B=[1]=> wD;

i=1 =1



substituindo os valores obtemos que a durabilidade procurada é

F* = 59789, 4736

. Seja a funcao f(z) tal que f(z) =1se z <3 e f(x) =3 se z > 3. Calcular a
melhor aproximacao F(z) dessa fungao, no sentido dos minimos quadrados,

no intervalo (0.4), dentre os polinémios de primeiro grau. O produto escalar
. 4

& (f.9) = [, f(z)g(x)dz.

Aproximamos f(z) por

flz) =~ F*(x) = o] + asx (4)

e portanto ¢1(x) =1 e go(x) = .

Agora calculamos

(g = [ 1de =4

(p1,2) = /04:cd:c =

(p2,2) = /049626156 = %

(o1, f) = /04f($)d$=/031dx+/343dx -
(b2, f) = /04a:f(:v) dx—/ogxdm+/343mdx = 15

Assim chegamos ao sistema

4 8 aF B 6
8 64/3 o B 15
cujo resultado é aj = 0.375 e aj = 0.5625. Assim,

F*(z) =0.375 4+ 0.5625 x

. Considerando a funcao y = f(z) dada pela tabela:
yi 21 29 3 5.7

Ajusta-la por um polinémio de primeiro grau, usando o método dos minimos

quadrados.

Uma base para o conjunto dos polinémios de primeiro grau é dada por {1,z}, assim

vamos aproximar f(z) por
flz) = F*(z) = of + a5z
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considerando o produto escalar
4
(w,0) = > ulw;) v(w;)
i=1

Para isto vemos que

) = 4
) = Ix(-1)+1x0+1x1+1x3=3

r,x) = (1) x(=1)+0x0+1x1+3x3=11
) = 1x2141x294+1x3+1x57=137
) = (-1)x21+0x294+1x3+3x57=18

e portanto o sistema a resolver é

4 3 1 13.7
o= (5)
3 11 as 18
A solucao do sistema linear é dada por

a] = 2.76286 a5 = 0.88286

€ assim
f(z) =~ F*(x) = 2.76286 + 0.88286 .

. Considere a funcao
f(x) = cos(x)

Encontre a melhor aproximacao polinomial p(z) de segundo grau, no sentido

de minimos quadrados, para a fungao f no intervalo [0 Utilize o produto

) 2]
escalar (f,g) fo x)dz.

Queremos aproximar f (:17) da seguinte forma

f(z) = F*(z) = p(z) = of + abx + aba?

no sentido dos minimos quadrados, com base definida por {1, 2, p3} = {1, =z, z*}.

Para isso resolvemos o seguinte sistema

(e1,01) (p2,01) (3, 01) oy (fs%1)
(P1,02) (p2,02) (93, 02) s = | (f,¥2)
(p1,903) (w2,03) (3, 03) o (f, 3)



com

(ME]

-2
(f,gog):/ v coszdr =~
0

2

(f,¢3) = cosx x° dx =

0 4

temos entao,

T 772 7T3 *
2 8 = @ 1
2 73 L * _ T—2
8 24 64 Qg = 2
LS Rl ok 728
2 64 16 3 1

Resolvendo o sistema acima, com 7m = 3.14, obtemos o] = 0.9722, o5 = 0.0019 e

af = —0.4152. Assim f(x) é aproximada por

f(z) =~ p(x) = 0.9722 + 0.0019x + 0.41522°.

9. Seja o seguinte sistema de equacoes:

r+2y+z = —5H4
20 -2y =9
r+z = 22 (6)
dr + 6z = 8.5
r—z = 1.8

6r+y—2z = 4.7

(a) Calcular a “melhor solugao” no sentido dos minimos quadrados.



Escrevendo o sistema linear incompativel dado como Aa = b, queremos resolver
o sistema Ma* = B, com M = ATCA e B = ATCb. Temos que

DD = R =N

_ o O O

[ 5.4 ]

9
2.2
8.5
1.8

47 |

D = O =

Tomando C' como a matriz identidade (porque sim), obtem-se z = af = 1.4211,

y=oa5=—33584 e z = a5 = 0.4414.

(b) Qual seria a “melhor solugao” para z e y se vocé tivesse certeza absoluta

de que z = 0.5 e como a calcularia?

Consideramos z = 0.5 e reescrevemos o sistema (6) da seguinte forma:

T+2y =
20 — 2y =
r =
dr =
r =
br+y =

-5.9
9

1.7
5.6
2.3
5.2

Resolvemos o sistema Ma* = B, com M = ATCA e B = ATCb, em que agora

[ e N e S

2

-2

_ o O O




[ 5.9 ]

9
1.7
2.6
2.3
5.2

novamente escolhendo C' como a matriz identidade (porque ndo, né?) obtemos

r=oa] =14091 e y = a5 = —3.3596.

10. Seja o seguinte sistema de equacoes:

r+y—+z
3r—y
T+ z
dx + 62
Tr — 5%
rT+y—=z

—-14
7.5
2.2
6.5
7.8
4.7

Calcular a solucao no sentido dos minimos quadrados.

Resolvendo como no exercicio anterior achamos x = o] = 2.7315, y = o5 = 0.9708 e

z = aj = —2.1904.

11. Calcular, tanto por minimos quadrados quanto por interpolacao o poliné-

mio quadratico que ajusta os trés pares (z,y) seguintes: (0,4), (3,2), (4,4).

Discuta as diferencas e semelhancgas entre os polin6mios obtidos pelos dois

métodos.

Vamos considerar os pontos

z 0 3 4
y 4 2 4

Minimos Quadrados

Vamos aproximar os dados da tabela da seguinte forma

* 2

p(z) = o] + ajr + azx”.

no sentido dos minimos quadrados, considerando o produto

(u,v) = u(0)v(0) + u(3)v(3) + u(4)v(4)



Resolvemos o seguinte sistema

3 7 25 aj 10

7 25 91 fa% =\ 22

25 91 337 ag 82
obtendo assim o] =4, af = —2.6 e aj = 0.6 e portanto

p(z) =4 — 2.62 + 0.62%

Interpolagao

Vamos aproximar os dados da tabela por interpolacao, ou seja,
p(z) = a+ bz + ca’.
Resolvemos o sistema (matriz de van der Monde)

a+0b+0c =
a+3b+9c = 2
a+4b+16¢c =

e obtemos a =4, b = —2.6 e ¢ = 0.6. e portanto

p(z) = 4 — 2.6 + 0.62°.

Observacoes: O polinémio encontrado tanto por métodos dos minimos quadrado
quanto por interpolacao quadrética é o mesmo. Isto acontece porque o polinémio in-
terpolador pertence ao espaco V' em que sao realizados os minimos quadrados (o espago
de polindémios quadraticos). Sendo que o polinémio interpolador tem erro zero (distan-
cia zero), ele necessariamente coincide com o resultado dos minimos quadrados. Notar
que se se acrescentasse mais um ponto, em geral nao haveria um polindmio quadratico
que passasse exatamente pelos quatro pontos. Nesse caso s6 restaria minimos qua-
drados como procedimento de aproximacao com quadraticas. Se, mesmo com quatro
pontos, desse a casualidade que eles podem ser interpolados com um polinémio qua-
dratico (lembremos que “interpolar” implica passar exatamente pelos pontos), entao
novamente os resultados da interpolacao e dos minimos quadrados seriam coinciden-
tes. Conclusao: Alguém que realmente sabe a matéria nao teria calculado por ambos
métodos, simplesmente teria calculado por um deles e afirmado com total certeza que

o outro ia dar o mesmo resultado.
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