SMEO0306 - 2013

Gustavo Carlos Buscaglia

ICMC - Ramal 738176
gustavo.buscaglia@gmail.com

Lista de exercicios - Equagdes numéricas (26 de setembro
de 2013)

O qué é a série de Taylor de uma funcao? Eu vejo ela como um
polinébmio que eu posso troncar a qualquer ordem e que, inde-
pendentemente de se eu tronquei a ordem 1 ou a ordem 4, é a
melhor aproximagao “no ponto” dentre todas as aproximagdoes
da mesma ordem.

Isto é uma defini¢do intuitiva, porque de fato a série de Taylor

F@) = (o) + /(o) (@ — 7o) + 51" (wo) (w — w0)* + ..

coincide exatamente com f se apenas consideramos “o ponto
zo”. O que queremos dizer é que, suficientemente perto do
ponto zo, a série troncada até ordem k é a melhor aproximacdo
possivel da f com polinémios de ordem k.

De fato a soma de Taylor de ordem k pode ser vista como
uma “reconstruida” ou uma “interpolada” da fungdo f. No
que segue vamos chamar ela de interpolada, embora o uso
dessa palavra possa gerar pequenos malentendidos. De fato
me parece que é uma 6tima ideia chamé-la de “interpolada de
Taylor”.

Vamos supor a soma de Taylor de ordem 1 da func&o sin(2z)
em zo = 7/3. Ela nao é outra coisa que o polinémio interpo-
lador de primeiro grau

p(z) = sin(27/3) + 2 cos(27/3) (x — 7/3)

<\/§ + E) — 2+ 1.913222

= px)=—-z+ 5 t3
“que melhor aproxima, dentre todos os polindomios ax + b a
fungao sin(2z) perto de 7/3”.

Que quero significar com isto? Que para qualquer outro
polinémio da forma g(z) = ax + b, se eu escolho uma viz-
inhanga suficientemente pequena de xp e sé me importo com o
que ali acontece, entdo vou ver claramente que p(z) aproxima
melhor a f(x) do que ¢(z).

Em geral vocé nao se importa tanto com que seja a melhor
aproximacao ou ndo. O que vocé sim precisa muitas vezes e
alguma aproximacao basica, facil de fazer calculos, da funcao.
Observagao: A interpolagdo é coisa quotidiana, sobre tudo
a primeira ordem. Se nos falam que ainda existem apenas
800 exemplares de pituitas viteltii e que esse ano morreram
20, imediatamente pensamos que em 40 anos no vai ter mais
nenhum. Observam como o que fizemos foi construir uma
aproximada (ou interpolada) de primeira ordem

# pituitas = 800 — 20 x (tempo — hoje)

e calculamos para que tempo a interpolada é zero.

Vamos entdo agora pensar que vocé esteja procurando o valor
do parametro x. para o qual f(z) = sin(2z) seja zero, partindo
do ponto inicial zo = 7/3. Na verdade nesse caso vocé resolve-
ria direto, obtendo z, = 7/2 = 1.570796. Porém, se vocé con-
hecesse apenas o valor de f(zo) = 0.866025 e de f'(zo) = —1

em xo = 7/3 = 1.047197 o ponto que vocé chutaria como .
seria aquele que zera a interpolada, isto é,

2. =~ 1.913222 4 4

Note que vocé poderia nem mesmo saber que f(z) = sin(2z),
0 que é o caso mais frequente.

Paréntesis: Nesse novo ponto x1 infelizmente f(x) nao vale
nem zero nem nada préximo de zero, sendo que vale f(z1) =
—0.632557. Mas, de qualquer jeito, o que outra coisa poderia
ter sido feita? Com aquela informagao e sé aquela vocé fez o
melhor que poderia ter feito.

Método da bisecgao:
Calcule o ponto x4 que seria obtido pelo método da bisecgao
procurando um zero da funcéo

f(z) =sin(4.2x + 1.3)

com g =0ex; =0.7.

Método de Newton-Raphson:

Esse método é o que conseguimos quando zeramos a interpo-
lada de primeira ordem que coincide em valor e derivada com
a fungao. E o que fizemos com os pituitas, coitados, embora
intuitivamente saibamos que o decaimento nao vai ser linear
até a extingdo.

O método é, simplesmente e como ja fizemos varias vezes,
aplicar a operagdo desejada (nesse caso a operacdo é “valer
zero”) a interpolada da fungao em vez de & fungao.

Entao, como a interpolada é

p(x) = f(@:) + ' (2i) (z — 2:)

a receita que define o ponto zi+1 é p(zi+1) = 0, ou equivalen-
temente

e =2 — [ ()] flai) (1)

Logicamente a receita nao estd definida quando f'(z;) é zero,
ja que se nos falassem que o nimero de pituitas é 800 e que a
taxa com que estd variando é zero, e nos perguntassem qual é
a data estimada de extingao nao teriamos resposta.

Calcule a sequéncia de Newton-Raphson até z7 para o caso
discutido acima de

f(z) = sin(2z), To = g
Faca uma tabela do tipo
i Ti fla) | f@) | [fl)l | | — /2|
0 /3 0.866025 -1 0.866025 | 0.523598
1 1.913222 | -0.632557

Método da secante: Nesse caso simplesmente utilizamos
outra interpolada, em vez da “Interpolada de Taylor” de
primeira ordem.

De fato, esse método néo usa a derivada no ponto, e constroi
uma interpolada linear simplezinha a partir dos dois ultimos
pontos (que também corresponde ao cdlculo mais simplezinho
de derivada numérica a partir do valor f(x;) e dos anteriores.
Entao a interpolada é

fzi) = flwio1) (

T — ;)
Ti — Ti—1

p(z) = f(z:) +



(verificar que passe pelos tltimos dois pontos do plano = —y),
e por tanto zerando ela obtemos a receita que define o ponto
Lit1, L
i) — f(ziz1) |
Tis1 = @i — f(zi) = f(wio1) F(zi) (2)

Ti — Ti—1

Compare as equagbes (1) e (2) e entenda as analogias entre
ambas.

Faga com o método da secante o mesmo que ja fez com o
Newton (construir a sequéncia, fazer a tabela, etc.). Notar
que a coluna f’(x;) nesse caso nao precisa ser pre-enchida.
Compare as duas tabelas obtidas e conclua sobre a velocidade
de convergéncia do método. Faga uma tabela parecida para
o método da bissec¢do e também compare. Consegue a partir
dos dados das tabelas confirmar o afirmado no texto, de que
as érdens de convergéncia desses trés métodos sdo 1, 1.6 e 27

Boa préatical! E ndo esquegam a calculadora!!



