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e Sempre que M = N existe alguma chance de que a in-
terpolante exista e seja unica para cada valor dos {y;}.
Se M < N esta claro que, ou ndo haverd nenhuma, ou
haverd infinitas. Pense se isto estd realmente claro para
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M < N e haja infinitas solugoes, e outro onde nao haja

nenhuma.
Lista de exercicios - Interpolagao (12 de setembro de e Se M > N (mais pontos que a dimensao do espago),
2013) esperamos que em geral ndo haja solucdo, mas poderia

havé-la e até haver infinitas.

Em termos gerais, o problema de interpolagao pode ser de- Exercicio: Pode pensar um caso de cada?

scrito da seguinte maneira: e No caso em que V seja o espaco Pk e por tanto N = K+1

(vocé entende porque N = K + 17), explique para qual

e Seja V um espago vetorial de fungoes de x (o caso mais . .
escolha de base a matriz do sistema

frequente é quando a varidvel x é de dimensao 1 (um), que
representamos como z, mas é apenas um caso particular).
Seja N a dimensao de V.

Exercicio: Provar que o conjunto de polinémios Px de
grau < k é um espago vetorial de dimensao K + 1. Para
isto conferir ponto por ponto a definicdo de espaco veto-
rial, com cuidado (por exemplo, o que é a soma de dois
polinémios?).

Sejam z1, x2, ..., zm (que poderiam ser, cada um deles,
vetores, mas vamos nos restringir ao caso unidimensional)
pontos distintos de R. Dados M numeros reais ordenados
Y1, Y2, - - -, Yum, dizemos que uma funcdo p pertencente a
V' interpola aqueles valores se, e so se,

p(xi) = yi Vi e {1,2,...,M} (1)
Todo espago vetorial tem uma base, lembram? E, tendo
uma, de fato tem infinitas diferentes, claro.

Exercicio: Mostre trés bases diferentes do espaco P; e
do espago Ps.

Qualquer que seja a base de V, ela vai estar formada
por N funcdes de = (verdade?). Chamemos de ¢*)(x),
.oy d) () as funces da base. Entfio a interpolada que
chamamos de p e satisfaz (1) pode ser escrita, de maneira
Unica (porque dnica?) como

N
p(z) =Y ;6 (x) (2)
Jj=1
e por tanto a equagdo (1) se re-escreve como
N .
SV (@) =y Vie{L2...M} (3)
Jj=1

Esse é um sistema linear nas N incégnitas {c;}. Clara-
mente para ter solu¢do dnica deve ser M = N (sabe
porqué?).

Exercicio: Escreva o sistema (3) explicitamente para
cada uma das bases do espago P3 do exercicio anterior.
Verifique como se calcula cada coeficiente do sistema e
como ele acaba sendo equivalente a um sistema linear
com matriz quadrada. Veja quanto valem os coeficientes
de cada linha e coluna da matriz. Considere que os pontos
sdo x1 = 1, o = 3, 3 = 4, x4 = 10. Para os valores de
Y1 a Y4, deixe os valores como varigveis.
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a=y (4)
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De fato, a equagado (3) leva sempre a um sistema da
forma (4), onde a incégnita é o vetor (coluna) a =
(a1,az,...,an)”. O lado direito é o vetor coluna dos
valores {y;}. A matriz, no entanto, depende da base es-
colhida, ja que seu componente da linha ¢ e coluna j vale

Asy = ¢\ (2:) (6)

Notar que os coeficientes a; ndo sdo os coeficientes do
polinémio p(z). O polindmio que interpola os pares
(zi,y:;) dados é sempre o mesmo, independente da base
escolhida, os coeficientes a; ndo.

Ver que, se se escolhe a base
V(@) =1, ¢P(@) =z, ¢P(z)=12%  etc. (7)
entdo, e s6 entao, sera
p(z) =1 +azxz+azx’ +... (8)

Notar que, escolhendo a base (7), o célculo do valor do
polinémio interpolador em um ponto qualquer x uma vez
conhecidos os a; é bem facil. Toda a dificuldade é trans-
ferida para a resolugdo da matriz, que envolve bastante
conta e é bastante sensivel ao erro de arredondamento.

J& que inverter a matriz é o passo custoso, e ji que a
matriz depende da base escolhida, poderiamos escolher
uma base que faca a matriz facil de inverter. O ideal
seria diagonal, nao é7

Exercicio: Verifique que escolhendo como base os
polinémios de Lagrange, isto é, escolhendo

) _ Hk75'(33—1:k)
$re) = Hkqéjj(wj — k)

(9)

a matriz A resulta diagonal e, de fato, igual & matriz
identidade.

(voltar a pédginal)



e Escolhendo como base os polinomios de Lagrange, por
tanto, os coeficientes «; resultam iguais aos valores y; que
desejamos interpolar, e o polindmio interpolador pode ser
calculado, para qualquer ponto x, com a férmula

p(z) = 16" (2) + 1207 () + ys6P () +...  (10)

Porém deve-se notar que o calculo de qﬁ(?’)(m) agora in-
volve toda uma produtéria de nimeros (ver a defini¢ao,
equagao (9)), o que é bem mais complicado do que sim-
plesmente elevar x ao quadrado, como era no caso de
escolher a base definida pela equagao (7).

Exercicio: Escolha quatro pares (z,y) de seu agrado e
calcule na mao o polinémio interpolador p(z) em duas
ou trés bases diferentes, conferindo que entende o pro-
cedimento e que sempre se obtem exatamente o mesmo
polinémio. No caso em que precisar resolver uma matriz,
fique a vontade de resolver com o Octave e ndo na mao.

e Exercicio: Faga um pequeno programa em Octave que
avalie em 100 pontos equiespagados do intervalo [0, 3] o
polinémio interpolador de trés pares arbitrarios (z1,y1),
(z2,9y2), (x3,y3), calculando o polinémio interpolador na
base {1,z,2°} e na base dos polinémios de Lagrange
desses trés pontos.

e Exercicio: Escolhendo agora a base que vocé quiser, que
j& neste ponto deve ter ficado claro que o polinémio in-
terpolador nao depende dela, suponha que lhe sao dados
seis nimeros: z1,y1,d1, T2, y2,d2 (que poderiam ser, por
exemplo, 1, 2, 3, 4, 5 e 6). Construa o polinémio inter-
polador p(x) tal que en © = x1 tem valor y; e derivada
di e no ponto x = x2 tem valor y2 e derivada ds.
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