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Introdugao

Introducdo

Definicao (autovalor e autovetor)

Seja A uma matriz em M(n,n). Um escalar A € C é um autovalor de A se
existir um vetor ve R", com v # 0, tal que:

Av = Av.

O vetor v é chamado de autovetor associado a A.
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Introducdo

Definicao (autovalor e autovetor)

Seja A uma matriz em M(n,n). Um escalar A € C é um autovalor de A se
existir um vetor ve R", com v # 0, tal que:

Av = Av.

O vetor v é chamado de autovetor associado a A.

Como calcular A? Através das raizes do polindmio caracteristico P(A)!
Av=Av=AIv & (A—Al)v=0 < det(A—AI)=0
|

P(A)
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Introdugao

Introducdo

Definicao (autovalor e autovetor)
Seja A uma matriz em M(n,n). Um escalar A € C é um autovalor de A se
existir um vetor ve R", com v # 0, tal que:

Av = Av.

O vetor v é chamado de autovetor associado a A.
Como calcular A? Através das raizes do polindmio caracteristico P(A)!
Av=Av=AIv & (A—Al)v=0 < det(A—AI)=0
|

P(A)

Definicado (espectro)

O espectro de A € M(n,n) é o conjunto formado pelo seus autovalores,
isto é, A(A) = {/\1,/\2, 000 ,An}.
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Matriz Ortogonal

Uma matriz A € M (n,n) cujas n colunas (e linhas) formam um conjunto
ortonormal é dita ortogonal.




Introdugdo  Matriz Ortogonal

Matriz Ortogonal

Definicdo (matriz ortogonal)

Uma matriz A € M (n,n) cujas n colunas (e linhas) formam um conjunto

ortonormal é dita ortogonal.

Proposigao

Se A € M(n,n) é ortogonal entio:
AT =A%
JAV]z = V]2, Vv € RY;
[Av[l2 = [[v]l2, Vv € R
Os autovalores de A sdo £1;
det(A) = £1.
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HA =AL



Introdugdo  Matriz Ortogonal

Matriz Ortogonal

AT =A"l Seja a;j a j-ésima coluna de A. Logo,

ai da;-a; ai-az
ATA= | Lo o o] = | T
al aj-a;, ax-ay
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Introdugdo  Matriz Ortogonal

AT =A"l Seja a;j a j-ésima coluna de A. Logo,

ai al - a
A= | ] e )= |
al a - a,

n

B [Avl; = V]2 Vv e R
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Introdugdo  Matriz Ortogonal

Matriz Ortogonal

AT =A"l Seja a;j a j-ésima coluna de A. Logo,

al aj-a; a;-ax --- al - adp
. a, aj-ap ap-ap --- ap-ay
ATA= || [a]a| - |a ] = ) . . . =1
a, aj-a; ax-a;, ‘- ap-ay

JAV]2 = [v]l2, Vv € R

|AV]5 =Av-Av=v-ATAv=v v = ||v|3
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Introdugdo  Matriz Ortogonal

Matriz Ortogonal

AT =A"l Seja a;j a j-ésima coluna de A. Logo,

alT al - a
T a; ai - az
AAzi[al‘az‘-n‘an]:

a, ap - ay

JAV]2 = [v]l2, Vv € R

|Av]5 = Av-Av=v-A'Av

H Av = Av
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Introdugdo  Matriz Ortogonal

Matriz Ortogonal

AT =A"l Seja a;j a j-ésima coluna de A. Logo,

T
a da;-a; a;-ax -+ ai-ay

T T ai-ap ar - ap ar - ay

A'A= [al‘az‘-n‘an]: . . . . =1
a, aj-a; ax-a;, ‘- ap-ay

JAV]2 = [v]l2, Vv € R

|AV]5 =Av-Av=v-ATAv=v v = ||v|3

H Av = Av

IVll2 = [[Av]l2 = [|Av]la = [Af[[v]2 = A =+1
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Matrizes Semelhantes

As matrizes A,B € M(n,n) sdo semelhantes se existir P € M(n,n) in-
vertivel, tal que:

B =P !AP.



Matrizes Semelhantes

As matrizes A,B € M(n,n) sdo semelhantes se existir P € M(n,n) in-
vertivel, tal que:

B =P !AP.

Se A e B sdo semelhantes entdo elas possuem os mesmos autovalores.




Introdugdo  Decomposigao Espectral

Decomposicdo Espectral

Toda matriz simétrica A € M (n,n) pode ser diagonalizada por uma
matriz ortogonal V € M(n,n), isto é:

D=V’ AV

onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores (todos reais)
de A e as colunas de V sdo os seus respectivos autovetores. Logo,

[ A=VDV', ]
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Introdugdo  Projegao Ortogonal

Projegao Ortogonal

u-v u-v

Prv(“)zﬁVsz A u

Mla=1 = pr,=w'

prJ_\ (U)

Projecao no Complemento Ortogonal

[ prJ_v(u) =u-— prv(u) ]

pr,(u)

IMl2=1 = pr,,=T-w'
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Entrada: dado um conjunto L.I. {aj,ay,...,a,} C R", comm > n.

Saida: um conjunto ortornormal {q1,qy, ..., qu}-
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Entrada: dado um conjunto L.I. {aj,ay,...,a,} C R", comm > n.

Saida: um conjunto ortornormal {q1,qy, ..., qu}-

B V] =a

B qp =V/|vi

ql al
e
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Entrada: dado um conjunto L.I. {aj,ay,...,a,} C R", comm > n.

Saida: um conjunto ortornormal {q1,qy, ..., qu}-

B V] =a
m q1 = Vi/|vi]2
mvy=a— (q-a)q

prql (aZ)

B Qo =V2/|v22
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Entrada: dado um conjunto L.I. {aj,ay,...,a,} C R", comm > n.

Saida: um conjunto ortornormal {q1,qy, ..., qu}-

B V] =a
m q1 = Vi/|vi]2 q
mvy=a— (q-a)q v,
—_———
prql (aZ) ‘al
B q =2/ vz pry(a)

mvi=a3— |(q1-a3)q1+(q2-a3)

Prq, (a3) Prq,(a3)

m q3 = V3/|vs
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Processo de Gram-Schmidt

Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Termo Geral

Para obter v; ortogonal a qy, ..., qj1:

j—1
vi=a—) (qi-a)qi-
i=1
Depois normalizar v;:
-
J
9= 1ol
" villz
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Completa

A Decomposicio QR completa de A € M(m,n) é dada por:

g=T

onde Q € M(m, m) é ortogonal e R € M (m,n) é triangular superior.
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Decomposicdo QR

Decomposicao QR

Completa

A Decomposicio QR completa de A € M(m,n) é dada por:

(o]

onde Q € M(m,m) é ortogonal e R € M (m,n) é triangular superior.

A Q
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Reduzida

Seja A € M(m,n), com m > n. Uma representacao mais compacta é
dada pela Decomposicao OR reduzida de A:

E=1a

onde Q € M(m,n)eR € M(n,n).
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Decomposicdo QR

Decomposicao QR

Reduzida

Seja A € M(m,n), com m > n. Uma representacao mais compacta é
dada pela Decomposicdao OR reduzida de A:

E=Ta

onde Q € M(m,n)eR € M(n,n).

A Q R
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR
Reduzida
1 T2 - T
7"22 o s . r2
(& || faw =[] Q]| |qn] '
A Q Fun
R

B a =7r1q

Ba=rpq1+m2q

Bma, =7 Qi+ Qe+ + T Qn

Precisamos determinar 7;; e os vetores coluna g;.
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Reduzida

Usando o Processo de Gram-Schmidt nos vetores coluna {ay,...,a,},
obtemos A = Q - R com
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Decomposicdo QR
Decomposi¢dao QR

Reduzida

Usando o Processo de Gram-Schmidt nos vetores coluna {ay,...,a,},
obtemos A = Q - R com

[ rij=qi-a (i #]) ]

[ S ]
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Reduzida

Usando o Processo de Gram-Schmidt nos vetores coluna {ay,...,a,},
obtemos A = Q - R com

[ rij=qi-a (i #]) ]
[ \rjjrzuvjuz]

Toda matriz A € M(m,n) (com m > n) possui Decomposigio QR completa

A

e reduzida. Além disso, se A tem posto completo entdo A = Q - R é tinica com
r;; > 0.
)

Teorema
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Decomposicdo QR

MATLAB — Decomposi¢ao QR

function [Q,R] = clgs(A)

[m,n] = size (A);
Q = zeros(m,n);
R = zeros(n,n);

for j=1:n
Vo= A(:,]);
for i=1:3-1
R(i,3) = Q(:,1)"*A(:,3);
V=V - R(i,J)*Q(:,1);

end

R(j,3) = norm(V);

Q(:,3) = V/R(3,3);
end
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Decomposicdo QR

Decomposicao QR

Gram-Schmidt Classico

Calcule a Decomposicdo QR de

O = O =
—_ O =
W =L N O

Verifique o erro da decomposi¢do ||[A — QR||r e o erro de ortogonali-
dade |1 - QT Q||r.
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Decomposicdo QR

Decomposicao QR

Gram-Schmidt Classico

Refaga o exemplo anterior com

SO m =
SO m O =
n O O
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Decomposicdo QR

Decomposicao QR

Gram-Schmidt Classico

Refaga o exemplo anterior com

SO m =
SO m O =
n O O

Gram-Schmidt cldssico é numericamente instavel!!!
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Gram-Schmidt Modificado

m pequenas modifica¢des no Gram-Schmidt cldssico;

® numericamente estdvel (menos sensivel a erros de
arredondamento);

m pr . €aplicado a todos v; assim que ¢; € determinado.
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Gram-Schmidt Modificado

A\ 4

q,
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Gram-Schmidt Modificado

q,
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Gram-Schmidt Modificado

A\ 4
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Gram-Schmidt Modificado

Classico Modificado
W Vi a WV a
lvj<—vj—(q1-aj)q1 le<—vj—(q1-vj)q1
BV Vvi—(q-a)q Vi Vi— (V) q
] : ]
svev- (@ a)g s mve v (gav)a
m q; < Vi/|lvill2 m q; < Vi/lvil
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Decomposicdo QR

Decomposi¢dao QR

Gram-Schmidt Modificado

Classico Modificado
W Vi a WV a
lvj<—vj—(q1-aj)q1 lvj<—vj—(q1-vj)q1
BV Vvi—(q-a)q Vi Vi— (V) q
] : ]
svev- (@ a)g s mve v (gav)a
m q; < Vi/|lvill2 m q; < Vi/lvil

Complexidade: 2mn? flops.
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Decomposicdo QR

MATLAB — Decomposi¢ao QR

function [Q,R] = mgs (A)

[m,n] = size(A);
vV = A;

Q = zeros(m,n);
R zeros (n,n);

for i=1:n
R(i, i) = norm(V(:,1i));
Q(:,i) = V(:,1)/R(i,1);
for j=i+l:n
R(i,3) = Q(:,1)"+V(:,3);
V(:,3) = V(:,3)- R(i,3)*Q(:,1);
end
end
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Método de Francis

Método de Francis

Seja A € M(n,n) simétrica, vamos usar a Decomposi¢do QR para cal-
cular todos os seus autovalores e autovetores.
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Método de Francis

Método de Francis

Seja A € M(n,n) simétrica, vamos usar a Decomposi¢do QR para cal-
cular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo:
BEA =A = A =0QR;
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Método de Francis

Método de Francis

Seja A € M(n,n) simétrica, vamos usar a Decomposi¢do QR para cal-
cular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo:
BEA =A = A =0QR;
B A =RiQ = A =0QR;
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Método de Francis

Método de Francis

Seja A €¢ M (n,n) simétrica, vamos usar a Decomposi¢ao QR para cal-

cular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo:
mA=A = A =QR
A =Ri0Q; = A =QR;
m A3 =RQ; = A3 =Q3R3
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Método de Francis

Método de Francis

Seja A € M(n,n) simétrica, vamos usar a Decomposi¢do QR para cal-
cular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo:
BEAI=A = A =01k
A =Ri0Q; = A =QR;
m A3 =RQ; = A3 =Q3R3
.
B A =R 2Qk2 = Ap1 = Qr1Re
m Ap =Ry 1Q¢
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Método de Francis

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.




Método de Francis

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Como A1 = Q;_1Rx_1 = Ry = QA1 e Ap = Rp1Qy 1.



Método de Francis

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Como A1 = Q;_1Rx_1 = Ry = QA1 e Ap = Rp1Qy 1.

Temos que, Ay = Q/ ;A 1Qk_1.



Método de Francis

Método de Francis

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

—oT7 —
Como Ay_1 = Q4 1R—1 = R = Qp_1Ar_1 e Ap = R1Qp—1.
Temos que, Ay = Q]llAk_le_l. Assim,

Ar = QA 1Qk
= Q0] , A2 Q201

= Q 0/, -0 A Q- Q20
= (Q1 - Qr20k-1)" A(Q1--Qr2Qr 1)
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Método de Francis

Método de Francis

Proposicao
As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.
Como Ay = Qx_1Ry_1 = Ry_1 = Q] Ay 1 e Ay =R 1Qp 1.
Temos que, Ay = Q]llAk_le_l. Assim,
Ac = QA0
= Q0] , A2 Q201

= Q 0/, -0 A Q- Q20
= (Q1 - Qr20k-1)" A(Q1--Qr2Qr 1)

FazendoV = Q;Q - Qj_; temosque Ae Ay = VT AV sio semelhantes.
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Método de Francis

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.




Método de Francis

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

A sequéncia Ay converge para wma matriz diagonal.



Método de Francis

Método de Francis

Proposigao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.
Proposigao
A sequéncia Ay converge para uma matriz diagonal.

Logo, os elementos da diagonal de A; fornecem uma aproximagao para
os autovalores de A, enquanto que as colunas da matriz:

[ V=002 Qx4 ]

uma aproximagdo dos seus respectivos autovetores.
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Método de Francis

Critérios de Parada

Dados ¢ > 0 e ke € IN, temos:
1] k= kmax



Método de Francis

Dados ¢ > 0 e ke € IN, temos:

k= kmax
maxi<; { |aj|} < e
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Método de Francis

Método de Francis

Critérios de Parada

Dados ¢ > 0 e k. € IN, temos:
k= kmax
maxi<j { |aj| } <e
off (A) < g, com

of (&) = | [IAIR - a2
i=1
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function [V,D]

n = size(A,1);
V = eye(n);
erro = inf;

while erro>tol

[Q,R] = mgs (A

Método de Francis

MATLAB — Método de Francis

= francis (A, tol)

A = RxQ;
V = VxQ;
erro = max (max (abs(tril(A,-1))));

end

D = diag(A);

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)
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Decomposigao SVD

Decomposi¢dao SVD

Completa

A Decomposi¢dao SVD! de A € M (m,n) é dada por:

[ A=U-2-VT, ]

onde as matrizes U € M (m, m) é ortogonal, X € M(m,n) é diagonal e
V € M(n,n) é ortogonal.

1 Do inglés, Singular Value Decomposition.
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Decomposigao SVD

Decomposi¢dao SVD

Completa

A Decomposi¢dao SVD! de A € M (m,n) é dada por:

[ A=U-2-VT, ]

onde as matrizes U € M(m,m) é ortogonal, . € M (m,n) é diagonal e
V € M(n,n) é ortogonal.

) A

Os coeficientes 0; da dlagonal de Z sdo chamados de valores singulares de A.

1 Do inglés, Singular Value Decomposition.
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Decomposigao SVD

Decomposi¢dao SVD

Reduzida

Seja A € M(m,n), com m > n. Uma representacdo mais compacta da
Decomposicdo SVD é dada na forma reduzida:

[ A=0U.-2-VT, ]

com U e M(m,n),% € M(n,n)eV € M(n,n).
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Decomposigao SVD

Decomposi¢ao SVD

Reduzida

Seja A € M(m,n), com m > n. Uma representagdo mais compacta da
Decomposicdo SVD é dada na forma reduzida:

[ A=0-2.VT, ]

com U e M(m,n),~ € M(n,n)eV e M(n,n).

A 0 s VT
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Decomposigao SVD

Decomposi¢dao SVD

Teorema (Decomposigdo SVD)

Toda matriz A € M(m,n) de posto p > 0 possui decomposicio SVD, isto é,
A=UxV'coomon >0 > >0, >0.

2A1goritm05 mais eficientes para SVD sdo encontrados no livro “Golub and Van Loan, Matrix Computations, 1996”.
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Decomposigao SVD

Decomposi¢dao SVD

Teorema (Decomposicao SVD)

Toda matriz A € M(m,n) de posto p > 0 possui decomposicio SVD, isto é,
A=UXV'comoy >0 > >0, >0.

Uma forma ingénua® de calcular a Decomposicdo SVD de A é utilizando
o0 Método de Francis nas matrizes simétricas AT A e AAT, pois:

B ATA=(UZVvH)T(UZVT) = VvZ(UTU)ZVI = V2Vl
B AAT = (Uzv)(Uuzv)T =uz(viv)zu' =uz?2u’

2Algoritm05 mais eficientes para SVD sdo encontrados no livro “Golub and Van Loan, Matrix Computations, 1996”.
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Decomposigao SVD

Decomposi¢dao SVD

Teorema (Decomposicao SVD)

Toda matriz A € M(m,n) de posto p > 0 possui decomposicio SVD, isto é,
A=UXV'comoy >0 > >0, >0.

Uma forma ingénua® de calcular a Decomposicdo SVD de A é utilizando
o0 Método de Francis nas matrizes simétricas AT A e AAT, pois:

B ATA=(UZVvH)T(UZVT) = VvZ(UTU)ZVI = V2Vl
B AAT = (Uzv)(Uuzv)T =uz(viv)zu' =uz?2u’

Note que a diagonal de X2 é formada pelo quadrado dos valores singu-

lares de A, isto é, (712.

2Algoritm05 mais eficientes para SVD sdo encontrados no livro “Golub and Van Loan, Matrix Computations, 1996”.
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Decomposigao SVD

MATLAB - Decomposi¢do SVD

function [U,S,V] = my_svd(A)

tol = le-5;

[m,n] = size(A);

k = min(m,n);

S = zeros(m,n);

[U,~] = francis(A*xA',tol);

[V,D] = francis(A'*A,tol);

S(l:k,1:k) = diag(sgrt(D));
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Decomposigao SVD

Resumo em MATLAB

[Q,R] = gr(A): decomposicdo QR completa de A;

>

[V,D] = eig(A): calcula os autovalores e autovetores de A;
[V,D] = eigs(A,k): calcula k autovalores e autovetores de A;

)

[u,s,v]
[u,s,V]

svd(A) : decomposicdo SVD de A;
svds (A4,k) : SVD com apenas k valores singulares de A;

*
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Decomposigao SVD

Aplicagao de SVD

Compressao de Imagem

Entrada: uma imagem 7 de m x n pixels (grayscale)
m representar Z como A € M(m,n),0 <a; <1;
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Decomposigao SVD

Aplicagao de SVD

Compressao de Imagem

Entrada: uma imagem 7 de m x n pixels (grayscale)
m representar Z como A € M(m,n),0 <a; <1;

m compressdo via SVD: trocar A por Ay;
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Decomposigao SVD

Aplicagao de SVD

Compressao de Imagem

Entrada: uma imagem 7 de m x n pixels (grayscale)
m representar Z como A € M(m,n),0 <a; <1;
m compressdo via SVD: trocar A por Ay;

m A; possui apenas os k primeiros valores singulares de A;
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Decomposigao SVD

Aplicagao de SVD

Compressao de Imagem

Entrada: uma imagem 7 de m x n pixels (grayscale)
m representar Z como A € M(m,n),0 <a; <1;
m compressdo via SVD: trocar A por Ay;
m A; possui apenas os k primeiros valores singulares de A;

® armazenamos k(m + n + 1) ntimeros ao invés de mn.
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Decomposigao SVD

Aplicagao de SVD

Compressao de Imagem

Entrada: uma imagem 7 de m x n pixels (grayscale)
m representar Z como A € M(m,n),0 <a; <1;
m compressdo via SVD: trocar A por Ay;
m A; possui apenas os k primeiros valores singulares de A;

m armazenamos k(m + n + 1) ntimeros ao invés de mn.

imagem original
k =374
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Decomposigao SVD

Aplicagao de SVD

Compressao de Imagem

Entrada: uma imagem 7 de m x n pixels (grayscale)
m representar Z como A € M(m,n),0 <a; <1;
m compressdo via SVD: trocar A por Ay;
m A; possui apenas os k primeiros valores singulares de A;

m armazenamos k(m + n + 1) ntimeros ao invés de mn.

imagem original compress. ~ 44%
k =374 k=120
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Decomposigao SVD

Aplicagao de SVD

Compressao de Imagem

Entrada: uma imagem 7 de m x n pixels (grayscale)
m representar Z como A € M(m,n),0 <a; <1;
m compressdo via SVD: trocar A por Ay;
m A; possui apenas os k primeiros valores singulares de A;

m armazenamos k(m + n + 1) ntimeros ao invés de mn.

imagem original compress. ~ 44% compress. ~ 77%
k =374 k=120 k=50
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Decomposigao SVD

MATLAB - Aplicagdo de SVD

Compressao de Imagem

o

A = imread('flor.png'); % carrega uma imagem indexada [0,255]

im2double (A); % transforma para valores reais em [0,1]

figure, imshow(A); % mostra imagem original

[U,8,V] = svd(A);

120; % numero de valores singulares < min(size(A))
U(:,1:k)*xS(l:k,1:k)*V(:,1:k)'; % imagem comprimida

figure, imshow (Ak);

imwrite (Ak, 'flor_svd.png'); % salva imagem
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Seja A € M (n,n) diagonalizavel, isto é, A possui autovalores Ay, ..., A,
associados a um conjunto de autovetores {v1,...,v4} € R"LL (com
HVZ'HQ == 1,Vl)
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Seja A € M (n,n) diagonalizavel, isto é, A possui autovalores A1, ..., A,
associados a um conjunto de autovetores {v1,...,v4} € R"LL (com
HVZ'HQ == 1,VZ)

Além disso, vamos assumir que os autovalores estdo ordenados da se-

guinte forma:
Al >[Aa] = [As] = - = A
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Seja A € M (n,n) diagonalizavel, isto é, A possui autovalores A1, ..., A,
associados a um conjunto de autovetores {v1,...,v4} € R"LL (com
HVZ'HQ == 1,VZ)

Além disso, vamos assumir que os autovalores estdo ordenados da se-

guinte forma:
Al >[Aa] = [As] = - = A

Objetivo:

m Calcular o autovalor dominante A1 e o seu autovetor associado vj.
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Quociente de Rayleigh

x - Ax
u(x) = ——0m
113
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Quociente de Rayleigh

x - Ax
p(x) = w5
113

O que acontece quando x é autovetor de A cujo autovalor é A?
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Quociente de Rayleigh

x - Ax
p(x) = w5
113

O que acontece quando x é autovetor de A cujo autovalor é A?

x - Ax X - Ax 1x]13
px) = o5 = Hx) = =
13 Il 113

=A
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Quociente de Rayleigh

x - Ax
u(x) = ——0m
113

O que acontece quando x é autovetor de A cujo autovalor é A?

x-Ax X Ax HXH%

p(x) = —— = u(x)
[1x][3

Az I
#(x) fornece o autovalor associado a x!
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Processo Iterativo

Dado um chute inicial x(?) € R" (ndo-nulo), calcule y(o) = xO/xO0,.
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Processo Iterativo

Dado um chute inicial x() € R" (ndo-nulo), calcule y X0/ 1xO0) .

Parak =1,2,... faca:

k
x®) = Ayt=D) | y®) = x(k)

=X a0 ) Ay
x®],’ o
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Processo Iterativo

Dado um chute inicial x() € R" (ndo-nulo), calcule y X0/ 1xO0) .

Parak =1,2,... faca:

Note que pela recursdo acima temos:

1 1
) — k) Aky(0) 0 _ _
y ‘B X com ﬁ k ||Akx(0) HZ

[TIx712

i=0
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Método das Poténcias

Convergeéncia

Afirmacio: y¥) — +v,



Método das Poténcias

Método das Poténcias

Convergéncia
Afirmacdo: y©) — +v,
n n 1
X0 =Y av; = yO =0y av;, com pO= O,
i=1 i=1 X012

n n n
X(l) = Ay(o) = ﬁ(O)A leivi = ﬁ(o) Zl’éiAVi = ﬁ(o) thi)tivi
i=1 i=1

i=1
1
= A “-_-___ -
y wjAjvi, com f
1:21 - ERIAEEIE
Assim por diante... até o passo k:
,B(k th )Lkvl, com ﬁk ! @
i=1 X1z - [0
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Convergéncia

n Ak
k> = ZD( )LkVZ = k))\]{ avy + Zﬂci—]l{V,
=2 1

(k)

Como [A] > |A] = klim A/ =0 = klim tK) =0, logo
—00

lim y< ) = hm ﬁ 1041v1
k—o00

Agora precisamos mostrar que 3 (k) )\’{(xl — 41. Por outro lado,
1 1
[ASO 5 ~ A5 (rve +x9)]
/\'{041
1A% (arvy +1®) ]2
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Portanto, ,B(k) )L]f ] =



Método das Poténcias

Método das Poténcias

Critérios de Parada

Dados ¢ > 0 e k. € IN, temos:

k= kmux
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Critérios de Parada

Dados ¢ > 0 e k. € IN, temos:

1] k= kmux

.|Ak+1 k)|<£
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Método das Poténcias

Método das Poténcias

Critérios de Parada

Dados ¢ > 0 e k. € IN, temos:

1] k_kmux
.|Ak+1 gk)|<8 y

teste de alinhamento (| cos 0| ~ 1):

®)
y

[ | y® ). y®] - 1] <e ]
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function [lambda,y,k
k = 0; kmax = 1000;
n = size(A,1l); y0 =

Método das Poténcias

MATLAB — Método das Poténcias

] = potencias(A,tol)

erro = inf;

zeros(n,1); y0(1) = 1;

while (erro>tol && k<kmax)
x = A*y0;
y = x/norm(x);
erro = abs(abs (y0'xy)-1);
v0 = vy; k = k+1;
end
lambda = y'*xAxy;

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP)

Autovalores e Autovetores SME0305
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Método das Poténcias Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa

Seja A € M(n,n) invertivel. Agora, vamos assumir que os seus auto-
valores estdo ordenados da seguinte forma:

(M| = [A2] > [A3] = -+ > [Au| >0
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Método das Poténcias  Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa

Seja A € M(n,n) invertivel. Agora, vamos assumir que os seus auto-
valores estdo ordenados da seguinte forma:

(M| = [A2] > [A3] = -+ > [Au| >0
Objetivo:

m Calcular o menor autovalor em médulo A, e o seu autovetor
associado v,. Note que,

1
Av, = Ajvj < Aly; = XJV] — AAY) ={Yr,...,1/1}.

Logo, 1/1, é autovalor dominante de A~!.
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Método das Poténcias  Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa

Dado um chute inicial x(¥) € R" (ndo-nulo), calcule y X0/ xO)].
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Método das Poténcias Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa

Dado um chute inicial x(¥) € R" (ndo-nulo), calcule y X0/ xO)].

Parak=1,2,... faca:

Consideragoes:

m Devemos resolver o sistema linear Ax(¥) = y(*=1)

a cada iteracéo;
m Calcule a Decomposicdo LU de A e armazene Le U;

m Use os algoritmos de substitui¢do para resolver o sistema.
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Método das Poténcias  Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa com Deslocamento

Pergunta: como calcular um autovalor arbitrario A; e o seu autovetor
associado v;?

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Autovalores e Autovetores SME0305 42 /53



Método das Poténcias Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa com Deslocamento

Pergunta: como calcular um autovalor arbitrario A; e o seu autovetor
associado v;? A ideia é a seguinte, sejax € C\ A(A), logo

AA)={A,.... ) = AA—al)={A—a,..., Ay —a}.

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Autovalores e Autovetores SME0305 42 /53



Método das Poténcias Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa com Deslocamento

Pergunta: como calcular um autovalor arbitrario A; e o seu autovetor
associado v;? A ideia é a seguinte, sejax € C\ A(A), logo

AA)={A,.... ) = AA—al)={A—a,..., Ay —a}.

Assim, os autovalores de B = (A — aI)~! sdo da forma

o 1
fy]_/\]-—oc

Portanto, quanto mais proximo « estiver de A;, mais dominante sera ;.
O ntimero « é chamado de deslocamento.

Resposta: agora basta aplicar o Método da Poténcia Inversa na matriz
deslocada B.
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Método das Poténcias Poténcia Inversa

Método das Poténcias

Poténcia Inversa com Deslocamento

Pergunta: como calcular um autovalor arbitrario A; e o seu autovetor
associado v;? A ideia é a seguinte, sejax € C\ A(A), logo

AA)={A,.... ) = AA—al)={A—a,..., Ay —a}.

Assim, os autovalores de B = (A — aI)~! sdo da forma

o 1
fy]_/\j—rx

Portanto, quanto mais proximo « estiver de A;, mais dominante sera ;.
O ntimero « é chamado de deslocamento.

Resposta: agora basta aplicar o Método da Poténcia Inversa na matriz
deslocada B. Mas, como escolher «?
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Método das Poténcias  Poténcia Inversa

MATLAB — Poténcia Inversa com Deslocamento

function [lambda,y,k] = potencia-inv(A,tol,alpha)
if (nargin==2) alpha = 0; end

k = 0; kmax = 1000; erro = inf;

n = size(A,1); y0 = zeros(n,1l); yO0(1l) = 1;

B = A - alphaxeye(n);

[L,U] = 1lu(B);

while (erro>tol && k<kmax)
x = U\ (L\yO0);

y = x/norm(x);
erro = abs(abs(y0'xy)-1);
yv0 = vy; k = k+1;

end

lambda = y'*xAxy;
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Meétodo das Poténcias  Discos de Gershgorin

Discos de Gershgorin

Definicado (discos de Gershgorin)

Seja A € M(n,n). O disco de Gershgorin de centro aj; e raio r; associado
a i-ésima linha de A é definido como

n
Da(air) ={z€ C||z—az <r} com ri=1Y_|ay|
=1

1=
J#i
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Meétodo das Poténcias  Discos de Gershgorin

Discos de Gershgorin

Definicado (discos de Gershgorin)

Seja A € M(n,n). O disco de Gershgorin de centro aj; e raio r; associado
a i-ésima linha de A é definido como

n
Da(air) ={z€ C||z—az <r} com ri=1Y_|ay|
=1

=1

J#i
12 2 3 £
A=| 23 5 :
35 -2 .

Real
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Discos de Gershgorin

Seja A € M(n,n). Temos que

A(A) C (CJ DA(aii,ri)> ﬂ (CJ DAT(aii,ri)) .

i=1 =il




Meétodo das Poténcias  Discos de Gershgorin

Discos de Gershgorin

Proposigao
Seja A € M(n,n). Temos que

A(A) C (O DA(ﬂii/ri)> ﬂ (CJ DAT (aii,ri)> .

i=1 i=1

Note que a proposi¢do acima fornece um teste de rejeicio no calculo
de autovalores e uma boa regido (apesar de grande) para escolha do
deslocamento « no Método da Poténcia Inversa.
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Meétodo das Poténcias  Discos de Gershgorin

Discos de Gershgorin

Proposigao
Seja A € M(n,n). Temos que

A(A) C (O DA(ﬂii/ri)> ﬂ (CJ DAT (aii,ri)> .

i=1 i=1

Note que a proposi¢do acima fornece um teste de rejeicio no calculo
de autovalores e uma boa regido (apesar de grande) para escolha do
deslocamento « no Método da Poténcia Inversa.

Para restringir ainda mais essa regido, ndo se esquega do Teorema Es-
pectral: se A= AT = A(A) C R.
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Meétodo das Poténcias  Discos de Gershgorin

MATLAB — Discos de Gershgorin

function discos_gersh (A)

ctr = diag(A); raio = sum(abs(A-diag(ctr)),2);
theta = linspace (0,2xpi,50);
n = length(ctr);

figure; set(gca, 'Fontsize',18); cor = [1, 1, 0.7];
axis equal; xlabel ('Real'); ylabel('Imag');
hold on
for k=1:n
D = ctr(k) + raio(k)~*exp(ixtheta);
patch(real (D), imag (D), cor);
end
for k=1:n
D = ctr(k) + raio(k)x*exp(ixtheta);
plot (real (D), imag (D), "k-"',real (ctr(k)),imag(ctr(k)), 'k+");
end
hold off
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Método das Poténcias  Pagerank
Aplicagao: Pagerank
Medida de relevancia de uma péagina web (Brin & Page, 1998).

m ordenagdo dos resultados de uma buscano Go gle

Google  iomousp sso caros H =

Carlos | Insituto de Ciéncias Matematicas ..

ICMC - Sao Carlos ~ wes  omaens

Addrses: A Tra S0 Carnse, 400 -Can, Sao Caros - 57,
2565 500, ezt
Phone: 155 16 373700

Suagestanest

Reviews [N -
26 Google reviews.

People also search for

gu e

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Autovalores e Autovetores SME0305 47 / 53



Aplicacdo: Pagerank

Processo Estocastico

Um vetor p € R" comp; > 0e Y ; pi = 1 é chamado de estocastico.




Aplicacdo: Pagerank

Processo Estocastico

Um vetor p € R" comp; > 0e Y ; pi = 1 é chamado de estocastico.

Uma matriz A € M (n,n) cujos vetores coluna sio estocdsticos é chamada de
matriz estocastica.



Meétodo das Poténcias ~ Pagerank

Aplicagao: Pagerank

Processo Estocastico

Definicao (vetor estocastico)

Um vetor p € R" comp; > 0e YY", p; = 1 é chamado de estocastico.
p p i=1P

Defini¢do (matriz estocdstica)

Uma matriz A € M(n, n) cujos vetores coluna sio estocdsticos é chamada de
matriz estocastica.

Proposigao
Se A € M(n,n)ep € R" sdo estocdsticos entdo:

o vetor Ap € IR" é estocdstico;
A =1 é um autovalor de A.
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Meétodo das Poténcias ~ Pagerank

Aplicagao: Pagerank
Matriz Estocastica
Processo de Markov

m Dada uma matriz estocéstica A e um distribuigio de probabilidade p(*
no tempo t , podemos descobrir a distribui¢ao no tempo ¢ + k:

[ pttH) — Akp®) ]
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Método das Poténcias  Pagerank

Aplicagao: Pagerank
Matriz Estocéstica

Processo de Markov

m Dada uma matriz estocéstica A e um distribuigio de probabilidade p(*
no tempo t , podemos descobrir a distribui¢do no tempo ¢ + k:

[ pttH) — Akp®) ]

Em uma cidade tém pessoas que s6 ficam em 3 estados: 1 (magra), 2 (gorda)
e 3 (sarada). A distribui¢do inicial é dada por p(o) = (1/3,1/3,1/ 3)T, suponha
que a matriz estocastica seja

1/2 0 1/4
A = 0 1/2 1/4
2 1/2 1/2
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Método das Poténcias  Pagerank

Aplicagao: Pagerank
Matriz Estocéstica

Processo de Markov

m Dada uma matriz estocéstica A e um distribuigio de probabilidade p(*
no tempo t , podemos descobrir a distribui¢do no tempo ¢ + k:

[ pttH) — Akp®) ]

Em uma cidade tém pessoas que s6 ficam em 3 estados: 1 (magra), 2 (gorda)
e 3 (sarada). A distribui¢do inicial é dada por p(o) = (1/3,1/3,1/ 3)T, suponha
que a matriz estocastica seja

/2 0 1/4 1/4
A= 0 1/2 1/a _— P(l) = AP(O) — 1/4
2 1/2 1/2 1/2
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Meétodo das Poténcias ~ Pagerank

Aplicagao: Pagerank

Teorema de Perron-Frobenius

Teorema (Perron-Frobenius)
Seja A € M (n,n) uma matriz estocdstica, entdo:
A = 1 é o autovalor dominante de A;

O autovetor v associado a A possui todas entradas positivas ou negativas.
Em particular, para A existe um 1inico autovetor que é estocdstico.
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Aplicagao: Pagerank

Teorema de Perron-Frobenius

Teorema (Perron-Frobenius)
Seja A € M (n,n) uma matriz estocdstica, entdo:
A = 1 é o autovalor dominante de A;

O autovetor v associado a A possui todas entradas positivas ou negativas.
Em particular, para A existe um 1inico autovetor que é estocdstico.

Portanto, a convergéncia do Processo de Markov é assegurada gracas
ao Método das Poténcias, isto é,

p) = v.
O autovetor v é chamado de vetor estaciondrio de A.
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function [lambda,y,k] =

k = 0;
size(A,1);

1000;
y0 =

inf;
ones (n, 1) /n;

kmax = erro =

n =

(erro>tol && k<kmax)

Axy0;

abs (abs (y0'xy)-1);
yv0 = vy; k = k+1;

end

while
y =
erro =

lambda = y'*xAxy;
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MATLAB - Método das Poténcias Revisitado

potencias_markov (A, tol)
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Meétodo das Poténcias ~ Pagerank

Aplicagao: Pagerank
WWW

www.site2.com www.site5.com

n A

www.sited.com

www.sitel.com www.site6.com

Péaginas da web podem ser representadas como um grafo direcionado.
m uma pagina é importante se paginas importantes tém link para ela;

m elei¢do: um link de A — B é um voto de A para B;
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Aplicagao: Pagerank

WWW

www.site2.com www.site5.com

n A

www.sited.com

www.sitel.com www.site6.com

Péaginas da web podem ser representadas como um grafo direcionado.
m uma pagina é importante se paginas importantes tém link para ela;
m elei¢do: um link de A — B é um voto de A para B;

m visdo probabilistica do Pagerank: é a probabilidade de uma pagina web
ser visitada em certo instante de tempo durante um passeio aleatério
infinito.
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Aplicacdo: Pagerank
WWW

www.site5.com

Um grafo direcionado pode ser representado por uma matriz de
conectividade:

[0 0 1 0 0
1 01 0 0
b — 1 setemlinkj— i A — (1) 8 (1J 8 ?
710 caso contrario 00 0 1 !
_O 0 0 1 O_
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Aplicacdo: Pagerank
WWW

www.site5.com

Agora precisamos transformar A em uma “matriz estocastica” P:

0 0 13 0 0

o i/ ¢; se ¢j #0 50 1/3 0 0

Pi 0 caso contrario P— /20 0 0 0

0 0 13 0 1/2

- 00 0 1/2 0 1/

com 6= .Z;fa"f 00 0 15 1 0
i-
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Aplicacdo: Pagerank
WWW

Para resolver os “becos sem saida” precisamos de um vetor d € R™:

0 0 /3 0 0

/n seci=0 /2 04730 )

d: = ] /220 0 0 0
J {0 caso contrario S = 0 0 13 0 1/2 +1d7

0 0 0 1) 1/2

1=1[1,...,1]" € R" 0 0 0 21 0
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Método das Poténcias ~ Pagerank

Aplicacdo: Pagerank
WWW

Para resolver os “becos sem saida” precisamos de um vetor d € R™:

0 1/6 1/3 0 0

1 =0 12 16 1/3 0 0

dj = /. seq g 12 16 0 0 0
0  caso contrério S=1, e 173 0 1/

0 1Ys 0 1/2 1/2

1=1,...,1]" e R" 0 /6 0 12 1 0
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Aplicacdo: Pagerank
WWW

Agora precisamos evitar ciclos no grafo modificando S de modo a
tornar o grafo irredutivel:

0 16 1/3 0 0
/2 1/6 1/3 0 0
_ /2 1/6 0 0 0 1"
G=u 0 1/6 1/3 0 1/2 +(1_0()T
0 16 0 1)2 1/2
0 1Ys 0 12 0
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Aplicagao: Pagerank

_____

Y
.
.
www.sitel.com .

Agora precisamos evitar ciclos no grafo modificando S de modo a

tornar o grafo irredutivel:

0 12 1/3 0 0 1/6

/o 1/2 1/3 0 0 1/6

B /2 16 0 0 0 1/6
G=a| v s 13 0 o | TAm0
0 16 0 1)2 1/2 1/6

0 16 0 1/2 0 1/6
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1/6
1/6
1/6
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1/6
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1/6
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Método das Poténcias  Pagerank

Aplicacdo

www.site2.com www.site5.com

n A

www.sited.com

www.sitel.com www.site6.com

Matriz Go: gle:

N
G=a(A+1d") + (1—@%

Originalmente o valor escolhido para o peso foi a = 0.85.
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Aplicagao: Pagerank

MATLAB
clear;
I =1[23245©6645];
J=[11334456%6 6];
n = 6; A = zeros(n);
for idx=1l:1length(I)
A(I(idx),J(idx)) = 1;
end
c = sum(A);
j = find(c == 0);
A(:,]J) = ones(n,1l); c(j) = n;
S = A./repmat (c, [n,1]);
alpha = 0.85;
G = alphaxS + (l-alpha) *ones(n)/n;
[~,v] = potencias_markov (G,le-6);
[~,ranking] = sort (v, 'descend")
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