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Formas quadraticas e matrizes simétricas definidas
positivas

» As matrizes simétricas e definidas ou semi-definidas pos-
itivas sao frequentes na fisica e na engenharia, espe-
cialmente mecanica e civil, porqué?



Barras e molas

Consideremos a configuragao da figura:

X0 X1 Xn

Nela, vemos barras (ou molas) conectadas em série de difer-
entes materiais e comprimentos relaxados:

ki, 01, ko, 02, kn, n

A tensao e a energia elastica da barra i em deformagao uni-
axial, equivalentes as de uma mola, sao

1
Ti=ki(xi = xi-1=4;) , e = ki (xi = xi-1 = 4;)?



A energia do sistema total é
k kn
E = ?l(Xl - X0 — 61)2 + ...+ ?(X,, — Xp-1 — @,,)2

Sem forgas aplicadas, o sistema minimiza sua energia nas
posicoes relaxadas seguintes dos nés:

X():O, X1 =Xo+€1, X2 =X1+£2,...,X,,IX,,,1+€,,.

Com os nés nessas posicoes todas as tensdes sido zero.
Imaginemos agora que fixamos o no 0 e deslocamos o
no n a posicao x, = a. Quais serao as posi¢oes de minima
energiadosnéslan-1?



Se acostuma trocar variavel a deslocamentos
Up=xp, U1 =x1 = X1 ,... ,Up=Xy—Xpn,
Notar que

ki ki ki
& = E(Xi_xi—l_gi)Z = E(Xi""ui_xi—l_ui—l_gi)z = E(Ui_ui—1)2

Ti = ki(xi — xi—1 = £;) = ki (uj — uj-1)
n k

E —
)= o

A energia é uma forma quadratica em uy, ..., u

- Ui—1)2

Def. 1: Uma forma quadratica em R"” é um polinémio ho-
mogéneo de grau 2 em m variaveis.



Teorema 1: Para toda forma quadratica E nas variaveis u
(uo, ..., u,) T existe uma Unica matriz simétrica K tal que

E(u)—% u" Ku.

A forma E tem um minimo Unico se e sé se a matriz K é
definida positiva.

Exercicio 1: Calcular a matriz K, explicando.
Hint: Escreva in extensum a equacao acima e iguale os coe-
ficientes.
n
UT Ku = Z K,'J'U,'Uj = Kooug + 2K01UOU1 + 2K02LIOU2 + ...
i,j=0

k22

k ki +
E(u):?lug—kl up uy + k2U1U2+



Acaba sendo

k1 —k1 0 .. 0

K = —kl kl + k2 —k2 0
0 0 -k, ky
ky sei=j=0
kn sei=j=n
—k; -1

K,'j: Sej. I

—kis1 sej=i+1
k,'+k,'+1 SelSi:an—l
0 else

Exercicio 2: Programar K em Octave.



Nos aparece o seguinte problema:

Determinar o minimo v da energia
1 r
E(v)= 5V Kv

sobre os v € R™! que satisfazem

vw=0, vp=a-X,.

Minimizar com restricdes?! Que vontade de complicar! Con-
cordo. Minimizemos apenas sobre uy, ..., u,_1.



Seja K a matriz restrita:
Ktil[1:n-1,1:n-1]=K[2:n,2:n];

eliminando as linhas e colunas 0 e n (notar que em Octave
devemos numerar de 1 a n+1).

De fato, ja sabemos que ug=0e u, = a- X,.

Agora reescrevemos, com v = (vq, ..., Vp_1),

~ 1 ~ k
E(W) = 5 VIRV = kpvp1(a=X,) + ?"(a - X,)?
Essa ¢ a energia restrita ao subconjunto que satisfaz as condi¢des

de borda impostas.



Determinar o minimo v = (0, &, a— X,,) da energia

E(r/):% vTKv - vTh
onde b € R™! ¢ definido por
b=(0,0,...,0,ky(a-X,))" .

A minimizacédo é agora sobre todo R"!! = Podemos
utilizar as condigdes de minimo:
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Notar que desconsideramos o termo (1/2)k,(a - X,)? porque
ele ndo depende das variaveis.

Exo. opcional: Alguém consegue provar que v K¢ > 0, Vi ¢
R™1? Nem sequer fixando n = 4? A diferenga de K, a matriz
K n&o é singular.

Teorema 2: Seja A uma matriz simétrica definida positiva
mx m e seja b € R™. Entdo o Unico x* que minimiza

1
F(x) = EXTAX - x"h
€ a solugao do sistema linear

Ax = b.




No nosso caso, achamos @ resolvendo
Kiu=5b.
A equagdo nimero i €

—kiuiy + (ki +kiv1) up = kizi vy = 0.

Exercicio 3: Provar que essas equacoes expressam o equilibrio
de forgas nond i, valendo para 1 < i < n—1. O equilibrio requer

que Ti=Ti.

As posicoes de equilibrio de forcas sdo as Unicas que mini-
mizam a energia.



Exercicio 4: Programar a resolucao do problema original em
Octave. Comparar com o c6digo embaixo.

# Dados: a, X(1:n,1), k(1:n,1)
BuildK (k) ; #### do Exercicio 2
Ktil=K[2:n,2:n];

b=zeros(n-1,1) ;b(n-1)=k(n)*(a-X());
util=Ktil\b;

u=[util;a-X()];

x=X+u;

T(1,1)=k(1)*u(l);
T(2:n,1)=k.*(u(2:n,1)-u(1:n-1),1);




» Os T sao todos iguais? Porqué?
» Quando k é constante se cumpre x(i)=ax*i/n? Porqué?

» A energia da solug@o é E=-0.5%util’*b? Porqué?

Exercicio 5: Provar que, se
F(x)=ixTAx-xTh <  F=0.5%x’*Axx-x’*b
entdo o vetor coluna VF (GradF) é
VF(x)=Ax-b < GradF=A*x-b

Isto prova o Teorema 27?



Mensagens:

* A mecanica das estruturas leva muitas vezes a
problemas da forma K u = b, onde K é uma ma-
triz de rigidez, v o vetor de deslocamentos e b 0
vetor de cargas.

» Essas equacgdes surgem de minimizar a energia E =
(1/2)u” Ku-uT b ou, equivalentemente, do equilibrio
de forgas.

» Sabemos que K é definida positiva porque sabe-
mos que a energia se minimiza. Casos com K
nao positiva indicam instabilidades estruturais (e.g.,
mecanismos, flambagem).




E normal que a matriz K tenha milhares de linhas e
colunas. Pode chegar a bilhdes.

E frequente que apenas algumas duizias de elemen-
tos de cada linha/coluna sejam nao zero (esparsi-
dade).

Os problemas mais frequentes na pratica profis-
sional de um engenheiro civil podem ser resolvidos
por eliminagao de Gauss ( \ ), se se aproveita a
esparsidade (Octave sabe!).

Caso contrario se usam métodos iterativos, mas Ja-
cobi e Gauss-Seidel ndo, sdo muito lentos para tan-
tas incognitas.




« E notavel que problemas matematicamente iguais
aparecem toda hora. Nosso velho amigo o prob-
lema de determinar as pressdes de uma rede
hidraulica é idéntico (apenas substituir u; por P; e
as constantes k pelas conductancias dos canos. E
s6 conferir nos slides de aulas passadas.

« Conducao de calor também é igual. Apenas sub-
stituir deslocamentos por temperaturas e k por con-
ductividade térmica.

» Muitos problemas probabilisticos, incluido “op-
tion pricing”, também levam a Ax = b com A definida
positiva e milhdes de incognitas.




