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Calculo de autovalores e autovetores

Existem varios problemas na engenharia em que precisamos calcu-
lar os autovalores e autovetores de uma matriz:
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Precisamos estudar o que ha por traz dos métodos numéricos
para calcular-los. A ideia é relembrar algumas nogdes de al-
gebra linear sobre autovalores e autovetores de matrizes e
depois introduzir o Método das poténcias.

Definigao: Seja A € R"*", A € R é autovalor de Ase A — \I
é singular.

Por tanto, se A é autovalor de A, existe v e R”, v # 0 tal que

(A-AD)v=0

ou seja:

Av = Av



Se a matriz A € R"™" é simétrica (i.e., A = AT), entdo ela
tem n autovalores (contados com a sua multiplicidade) e n
autovetores linearmente independentes.

Definicao - Polinbmio caracteristico: Se A é autovalor da ma-
triz A € R"™*", entdo:

P(\) =det (A— AI) =0

P()\) € chamado de polindbmio caracteristico de A e os auto-
valores de A sdo os zeros desse polindbmio.

Observacao: Se um autovalor tem multiplicidade maior do
que 1, seja m, entdo, teremos m autovetores que geram o
subespaco (de dimenséo m) associado a esse autovalor.



Propriedades

» Sejam v and w autovetores correspondentes a autoval-
ores distintos A e u de uma matriz simétrica, i.e.

Av =JAv
Aw =puw

Entdo, v e w sdo ortogonais:

T

(v, w)=viw=0

» Se \ é autovalor de A, entao A + g, g € R é autovalor
de A+gql



» Se )\ é autovalor de A, entao A%q, g € R é autovalor de
(A+qD)~.
« Otraco de A é:
n n

trace(A) = > Ai=> X

i=1 i=1

e O determinante de A é:

det(A) =AM A2 A,



Definicao: Matrizes semelhantes - Duas matrizes A e B dizem-
se semelhantes, se existe uma matrix Q nao singular tal que:

A=QBQ!
ou

B=Q'AQ

Propiedade: Se (), v) é autopar de A, entdo (\, Q!v) é au-
topar de B.

Definicao: Uma matriz diz-se diagonalizavel se ela for semel-
hante a uma matriz diagonal, ou seja, existe @ tal que

A=QDQ!

em que D é uma matriz diagonal, i.e.,



Teorema: Seja A € R"*" simétrica. Entao, existe uma matriz
Q ortogonal (i.e., Q! = QT), tal que

MM 0 000
0 X ... O

QTAQ=D=



emque os \;, i =1,..., nsao os autovalores de A. Notemos
que as colunas de @ sao de fato os autovetores de A:

Para ver isto, tomamos um vetor da base canénica, i.e., 0
vetor e(;) esta feito de zeros exceto na sua compenente i que
vale 1:




Agora fazemos Deg) = (QT AQ) e = Aie(;
Entao:
(A Q)e(') =Q(\ e(,-)) =i (Qe)
Agora chamemos v(;) = Qe
Av(y = Aiv()

Isto significa que v(;) = Q e(;) é 0 autovetor associado ao au-
tovalor \; da matriz A. Mas, acontece que Qe é a coluna
ndmero / da matriz Q, i.e.,



Lol

Isto significa, que a matriz Q é feita de “pendurar” os autove-
tores de matriz A.

Método das poténcias e as suas variantes

Motivacdo: O método das poténcias € um método iterativo
para achar o autovalor de maior médulo de uma matriz. Va-
mos motivar ele com um exemplo grafico na louza.

Vamos supor que temos uma matriz com um autovalor A\; que
€ maior em valor absoluto que todos os autovalores restantes.



Podemos ver o que acontece escrevendo uma combinacao
linear dos autovetores da forma:

v=cVvi+cov+--+cyv,

Agora multiplicamos por A em ambos lados

Av=cAvi+ g Avo+ -4+ c,Av,

ejaque Av; = \jv;, i=1,...,n,resulta

AV =Cci M Vi+GXVy+ -+ Ch AV,

Tirando fator comum )\;

A A
Av = )\ |:C1V1+C2 (;) Vo+ -+ Cp (/\2> Vn:|
1 1

Multiplicamos novamente por A em ambos lados



2 2
Av= X {clvlJch (i—f) Vot -+ ¢y (%) vn}

e Ao k A, k
Av= X |lavit+ao |—=] vao+--+c | — ) Va
)\1 )\1

r

Claramente, se (i—l) <1, i=2,3,..,n, entdo, quando k —

k
0, (j—l) — 0. Isto é, quando k — oo, Akv tende a ficar

alinhado com vy, j& que o resto r tende para zero.



Motivados por isto, vamos propor o seguinte método iterativo:

Vamos supor A € R™*" que possui autovalores \;, i=1,...,n
e se verifica que

Ml > ol > sl > o > A



O algoritmo é:

+ Dado x(© € R, y® = 5, A0 =y 4y©
e fork=1,2,..

— x(0) = Ay(k-D)

-y = ufk)n

— AR =y Ay

- Se |AK) — \=D| < TOL ]ANK)| = Sair
* end for

o return \(¥)



Convergéncia do método:

(k) A2
Y9 vl < c( )
” ]

No exemplo, vimos que num algoritmo deste tipo y(¥) tende ao
autovetor normalizado correspondente ao autovalor de maior
modulo. Vejamos que efetivamente

AR =y T Ay
k— o0

Sey —— vy = Ay —— A y®W
k— 00 k—o00
Entao,

T
yOT Ayt 3 0Tyl — )
k—o0



O que de fato pode acontecer quando o outovalor dominante
é negativo, é que y* — +v(y). llustremos isto com o programa
plot_vecs_norm.m. Para ver isto, podemos fazer os calculos
de antes, mas normalizando a cada passo, como de fato faze-
mos no algoritmo. Nesse caso podemos provar que:

: k) _ 3 k) k
kll~>moo y( )= kll~>moo B( )/\1C1V(1)
em que 3K) =1/ || Akv ||, e por tanto

)\,1( C1

+1
||)\l1((C1V(1) + I’)HQ k—o00

BRI N ¢ =

Exercicio: Ver os detalhes completos nas slides 36 e 37 do
professor Afonso Paiva.



Método das poténcias inversas

Lembremos que se (A, v) é autopar de A = (3, v) é autopar
de A71,i.e,

A lv=A"1 (iAv) :iv

Entéo os autovalores de B = A~! serdo: {{, ...}
que significa, que o autovalor de maior médulo da matriz B
A~L, correspondera ao autovalor de menor médulo de A

(¢}




Poderiamos aplicar o método das poténcias que acabamos
de introduzir na matriz B(= A~!) para determinar o autovalor
de menor moédulo de A.

Vamos supor A € R"*" que posui autovalores \;, i =1,...,n
e se verifica que

Al = 2| = [As] = > A



O algoritmo é:

X T,
[ Dado x(o) 6 Rn, y(o) — HX(O)H’ )\(0) — y(o) A 1y(0)
e fork=1,2, ..

- x(k) = A-1ylk=1)

<K
-y = T
T, _

— pk) =y A1 y(k)

- Se |u) — pk=1| < TOL |u¥| = Sair
« end for

. 1
return o)



Lembremos que em geral ndo precisamos calcular a inversa
da matriz. Por exemplo no passo k teremos

Este sistema pode ser resolvido para achar x(¥) usando a
fatoragdo LU ou de Cholesky.

Uma vez que essa fatoracao esta pronta, ela pode ser usada
cada vez que precisar dentro do algoritmo fazendo:

z=L\y
x =U\z



Poténcias inversas com deslocamento

Ja vimos métodos para calcular:

« O autovalor de maior modulo, i.e., o autovalor mais afas-
tado de zero;

« O autovalor de menor médulo, i.e., o autovalor mais
perto de zero;

Que acontece se quisermos o autovalor mais proximo de um
certo nimero gq. Neste caso podemos usar o método das
Poténcias inversas com deslocamento

Para chegar neste método procedemos assim:



+ Vamos supor uma matriz A com autovalores {\1, \a, ..., Ap}.

* Lembremos que a matriz A — qI tem autovalores {\; —
g, X2—q,....,A\g—q,...., \n— q} em que )\, € autovalor de
A mais proximo de um ndmero gq.

+ Aplicamos o método das poténcias inversas a A, i.e.

1 1
)\max A_l - -
A= ) ~ X
Entao:
1
Ng= ——— +
T A T

Para ter uma ideia da regiao aonde procurar os autovalores



podemos usar os chamados discos de Gershgorin (ver slides
44 e 45 do Prof. Afonso Paiva).



