
SME0305 - 2016
Gustavo C. Buscaglia / Roberto F. Ausas

ICMC - Ramal 738176, gustavo.buscaglia@gmail.com
ICMC - Ramal 736628, rfausas@gmail.com

Representação de números e erro de arredonda-
mento

• Os números “reais” num computador são finitos.

• Eles se representam em base 2, de uma certa maneira.

• Vamos utilizar o problema de representação em base
arbitrária como exercı́cio de programação.
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• A equação
x2 = 2 ,

por exemplo, não tem solução exata no computador.
De fato, a equação 13 x = 15 também não tem.

• A finitude leva a erros de arredondamento. Hemos de
conviver com eles.

• A finitude também implica em overflows e underflows.

• A representação de ponto flutuante é a universalmente
adotada nos computadores, nela

x = (−1)s (0.a1a2 ... at)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

βe
= (−1)s mβe−t (1)

onde β é a base, t o número de dı́gitos (na base β), e
o exponente e m a mantissa.
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• Essa representação tem a vantagem de que o erro de
arredondamento satisfaz

∣x − fl(x)∣
∣x ∣

≤
εM
2

, (2)

com εM = β1−t . isto é, que o erro relativo de arredonda-
mento esteja uniformemente limitado. Isto explica a
ideia comum de que “um float (single) tem 7 dı́gitos dec-
imais certos”, ou de que “um double tem 15 dı́gitos dec-
imais certos”. Na verdade a representação é binária
(β = 2) e, no caso do double, εM = 2−52 ≃ 2.22 × 10−16.

• Obviamente, o erro absoluto de arredondamento cresce
de maneira aproximadamente proporcional ao número
arredondado.

• Sendo que as operações são feitas também com representação

3



finita (algumas vezes com dı́gitos de guarda adiciona-
dos), existe uma perda ou cancelamento de “dı́gitos
certos”. Por exemplo,

>> x = 1.e-15; ((1+x)-1)/x

ans =

1.1102

que tem um erro de 11%!

• Existem operações que são especialmente sensı́veis
aos erros de arredondamento e podem requerir algorit-
mos especiais:

– Cálculo de derivadas por diferenças, e.g.,

f ′(x) ≃
f (x + δ) − f (x − δ)

2 δ
.
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A escolha certa de δ depende do erro de arredonda-
mento resultante da avaliação de f e da precisão
dos cálculos.

– Derivadas de mais alta ordem (derivadas aproxi-
madas de derivadas aproximadas) são ainda mais
sensı́veis.

– Ortogonalização de vetores quase linearmente
dependentes. Dados dois vetores x e y , procu-
ramos z que seja combinação linear de x e y ,
e que seja ortogonal a x . A solução da álgebra
linear é

z = y −
(y , x)

(x , x)
x .

– Escalonamento de matrizes mal condicionadas
(matrizes tais que ∣λmax/λmin∣ ≫ 1, em particular
matrizes “quase” singulares.
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– Integrais numéricas de funções singulares.

– Somatória numérica de séries.

– Et cetera...

• Ler páginas 3 a 8 do livro de Quarteroni et al.

• Vamos utilizar como exemplo a Ortogonalização de Gram-
Schmidt, e mostrar como o erro de arredondamento
pode ser reduzido modificando o algoritmo.
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http://www.devtopics.com/20-famous-software-disasters/
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Exemplo: Algoritmo de soma de Kahan (1965)

function sum=KahanSum(input)

sum = 0.0

c = 0.0

for i = 1:size(input)

y = input(i) - c;

t = sum + y;

c = (t - sum) - y;

sum = t;

end
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Exemplo: Ortogonalização de vetores

Problema: Sejam v (1), v (2), ..., v (m), vetores linearmente in-
dependentes de Rn. Seja V o espaço vetorial de todas as
combinações lineares deles. Construa uma base ortogonal
de V .

Qual a relevância desse problema?

Bases ortogonais permetem calcular projeções ortogonais.
A projeção ortogonal de v ∈ Rn sobre V é o vetor w ∈ V
que melhor aproxima v , i.e., que minimiza ∥w − v∥ (norma
euclidiana).
Seja e(1), e(2), ..., e(m) uma base ortogonal de V . Então

w = (e(1), v) e(1) + (e(2), v) e(2) + ... + (e(m), v) e(m) . (3)

E qual a relevância de calcular projeções ortogonais?
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Um caso: Distância a um plano definido por três pontos.

• Pontos O, P e Q. Sejam a = OP, b = OQ.

> O=[5;3;14]; P=[4;5;15]; Q=[7;7;12];

> a=P-O; b=Q-O;

• O plano é dado por O mais todas as combinações lin-
eares de a e b.

• Sejam e(1) e e(2) ortonormais, tangentes ao plano.

[e1 e2] = calculabase1(a,b)

• Seja X um outro ponto, e seja c = OX .

• A projeção Y de X sobre o plano é

> Y = O + (e1’*c)*e1 + (e2’*c)*e2
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• A distância de X ao plano é

> dist = norm(X-Y)

• O vetor normal ao plano é

> normal = (X-Y)/dist
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Outro caso: Combinação de portfolios.

• O fundo de investimento 1 tem o seguinte portfolio

>port(:,1)=[5*ones(50,1);15*ones(10,1);30*ones(20,1)]

significando que, quando o investimento é de 1000 $,
compram-se 5$ das ações 1 a 50, 15$ das ações 51 a
60 e 30$ das ações 61 a 80.

Um portfolio é assim um vetor em R80.

• Portfolios dos outros fundos disponı́veis:

>port(:,2)=[10*ones(40,1);0*ones(10,1);20*ones(30,1)]

>port(:,3)=[0*ones(70,1);80*ones(5,1);120*ones(5,1)]

>port(:,4)=[10*ones(30,1);20*ones(35,1);0*ones(15,1)]

>port(:,5)=[20*ones(50,1);0*ones(50,1)]
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• Um cliente quer realizar o seguinte investimento:
target=[0:20:1580]’ (notar que sum(target)=63200)
Qual é o investimento mais aproximado ao desejo do
cliente que é possı́vel conseguir combinando os 5 fun-
dos disponı́veis?

(e1, x)e1 + ... + (em, x)em ←→ base*base’*target

> base = calculabase2(port);

> aprox=base*base’*target

rode exportfol.m para ver o resultado.

• Isto nos dirá qual é o investimento mais aproximado que
poderemos conseguir. Para ver quanto devemos investir
em cada um dos fundos, ver capı́tulo de decomposição
QR.
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Ortonormalizar dois vetores:

• Normalizar o primeiro: e(1) = a/∥a∥

• Projetar b na direção de a: p = (e(1),b) e(1)

• Subtrair a projeção obtida: q = b − p

• Normalizar: e(2) = q/∥q∥

function [e1 e2] = calculabase1(a,b)

e1 = a/norm(a);

p = (e1’*b)*e1;

e2 = (b-p)/norm(b-p);

end
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O=[5;3;14]; P=[4;5;15]; Q=[7;7;12];

a=P-O; b=Q-O;

[e1 e2] = calculabase1(a,b);

X=[4;4;13];

c=X-O;

Y = O + (e1’*c)*e1 + (e2’*c)*e2

%verificando que esteja no plano

d=Y-O;

err=det([a b d])

>> Y =

5

4

14

>> err = 0
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Ortonormalizar m vetores:

function B = calculabase2(A)

# Orthogonalizes the columns of A by Gram-Schmidt

[m,n]=size(A);

B = A;

for k=1:n

V=B(:,1:k-1)’*B(:,k);

B(:,k)=B(:,k)-B(:,1:k-1)*V;

rkk=norm(B(:,k));

B(:,k)=B(:,k)/rkk;

end

end
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Ortonormalizar m vetores (mais preciso):

function B = calculabase2(A)

# Orthogonalizes the columns of A by Gram-Schmidt

# with improved round-off treatment

[m,n]=size(A);

B = A;

for k=1:n

V=B(:,1:k-1)’*B(:,k);

B(:,k)=B(:,k)-B(:,1:k-1)*V;

V=B(:,1:k-1)’*B(:,k);

B(:,k)=B(:,k)-B(:,1:k-1)*V;

rkk=norm(B(:,k));

B(:,k)=B(:,k)/rkk;

end

end
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