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O que ha por tras da barra \

Ja vimos que existem problemas na engenharia em que pre-
cisamos resolver grandes sistemas de equacdes lineares:

« Célculo de redes elétricas e hidraulicas;
 Calculo de estruturas — Mecanica dos solidos;

 Célculo de escoamentos — Mecénica dos fluidos;



Vamos estudar métodos para resolver sistemas de equacoes
lineares da forma:

Ax=Db
em que
s Aéumamatrizde nx n
* x e b sdo vetores de dimensao n

— x vetor de incognitas
— b vetor conhecido de lado direito ou RHS

- ()

Ex.n=2,Ax=b

A (311 a12) b= (b1>
az1  ax ba



ou

auxy + apx = b
anxy + apx = b
Em geral vamos escrever:
auxy + awxe + ... 4+ amXp
a1xy + axnxe + ... 4+ anXp

anXxt + amxe + ... 4+ amXp

by



Revisao de Algebra linear

Antes de comecar aplicar métodos, lembremos o seguinte teorema
importante:

Para um sistema quadrado de n x n, a solugao € Unica se uma das
seguintes proposigdes equivalentes se cumpre

* A é nao singular;

« det(A) # 0;

* As filas de A sao linearmente independentes;
« Existe a matriz inversa A™%;

» imagem(A) = R" (Sao todos os vetores que podem-se escr-
ever como combinacao linear das colunas de A);

* nucleo(A) = {0} (Sao todos os vetores z para os que Az = 0);



Métodos de resolucao
Ha dois tipos de métodos para resolver sistemas de equagoes:

1 Métodos diretos: Dao a solucio exata a menos dos erros de
arredondamento.
— Eliminagao de Gauss - Escalonamento
— Métodos baseados em decomposicoes: LU, Cholesky,
QR

2 Métodos iterativos: Iteramos até atingir uma solugao aproxi-
mada.
— Jacobi e Gauss-Seidel

— Métodos dos Gradientes, Gradientes conjugados e out-
ros mais sofisticados.



Que sabemos resolver?

Matriz triangular superior: a; = 0 sempre que i > j.

Matriz triangular inferior: a; = 0 sempre que i < j.

Sao matrizes da forma: n =4

Uil U2 U113 Ug hi 0 O

U= 0 uzo usz3 Uog | = /21 /22 0
0 0 w3 w|’ hi ko k3

0 0 0 s I 2 a3

o O o



Sistema triangular superior: Ux = y:

Substitugao regressiva (Backward substitution)

uniixy  + upxe 4+ ...+ UinXs
upxa + ... +  UnXp
unan
1
Xn = — Yn
Unn

1 n
Xi = — P — ujj Xj y j = 71,...
un (y Z ij J> I=n

Y1
Y2

Yn

1



Sistema triangular inferior: Ly = b:

Substitugao progressiva (Forward substitution)

hiya = bh
hiyi 4+ oy = b
lnlyl + /n2y2 + + lnnyn = bn
1
n = —b
h1

i—1
1 .
yi = lﬁ(b,‘—jgll,jyj>, i=2,...,n



Escalonamento - Decomposicao LU
Primeiro precisamos lembrar as operagdes elementares:

As seguintes operagdes aplicadas a um sistema linear geram um
sistema linear que é equivalente (i.e., os sistemas tém a mesma
solugao):

(i) Multiplicar uma equagéo por um escalar;

(ii) Mudar uma equacéo pela soma dela mesma e de um multiplo
nao zero de qualquer outra equagao;

(iii) Trocar a ordem de duas equacdes;
Cada uma dessas operagoes pode ser representada por uma ma-

triz que, multiplicada a esquerda da matriz A do sistema, produz a
operagao desejada. Vejamos por exemplo (ii):



Utilizando matrizes triangulares inferiores da forma (para n = 4 por
exemplo):

1 0 0 O

A

" |k 0O 1 0

i 0O 0 1

cuja inversa é:

1 0 0 O

1o -k 1 0 0

—h 0 1 0

-k 0 0 1

que também é triangular inferior, temos



1

1A= — b
—h1

—la1

a1 a2 a3 a4
dx a3  a
a31 a3 a3z  azs
da1l  A42  A43 44

[eNel )
o OO
= O O O

)

N

[

(fazer na lousa)

i.e., pegamos a primeira linha, a multiplicamos pelo fator /;; e a sub-
straimos da linha i para i = 2, 3, 4.

Similarmente, se tivermos os fatores I's em otra coluna, p.e.

1 0 0 O
0 1 0 O
0 —h 1 O
0 —lp 0 1

Verficar-lo.



Escalonamento - Decomposicao LU

Vamos resolver o sistema Ax = b (Ex. para n = 4)

X1 X2 X3 X4

a1 arx a3 aw | b
A  axn ax axy | b
a3 a3 as ass | bs
Ayl a4 a3 A | by

1. Substrair a fila 1 multiplicada por /i1 = aji/aix dafila i, i

2,...,4

2. Definir a,’-k = ajk — lilalk, i, k = 2,...,4

3. Definir b = bj — lnb1, i =2,...,4



X1 X2 X3 X4
ain a2 a3 aw | b
0 ap a3 au | b
0 ap a3 a3y | by
0 ap a3 ay | b

1. Substrair a fila 2 multiplicada por I, = al,/as, dafila i, i =

3,...,4
2. Definir aj, = aj — lhah, i, k=3,...,4

3. Definir b = b, — ILb}, i =3,...,4



X1 X2 X3 X4

ain a2 a3 au | b
0 ap a3 ay | b
0 0 &Yy &Y, | by
0 0 &y aj, | b/

. Substrair a fila 3 multiplicada por L5 = al3/a%;

3,...,4
Definir ay; = aly —

Definir by’ =

li3a3

— li3b5.

da fila i,

i



X1 X2 X3 X4
an a2 a3 aw | b
0 a3y a3 axy | b
0 0 &Yy &% | by
0 0 0 ay|by

E uma matriz triangular superior!

Agora, vamos supor que guardamos os fatores /'s e vamos armar
umas matrizes:

1 1 1

bt 1 B 1 1
L= b1 1 L= By 1 L= 1

In 1 I} 1 1%

Cujas inversas eram



1 1 1

—1 —I 1 -1 1 —1 1

Ly = 21 L L= ’ L L=

1 —l3; 1 2 —/;2 1 3 L
! 1 —lg2 1 —h3 1

Entao, tudo esse processo que temos feito para achar uma matriz
triangular superior, pode-se ver que de fato foi:

U=L3"LY A

Ja que o produto de matrizes triangulares inferiores também é trian-
gular inferior, e a inversa também é, resulta:

U=L'A=A=1LU



O que acabamos de fazer se chama fatoragao LU, em que as ma-
trizes L e U sao:

a1 a2 a3 a4 1 0 O
0 a§2 a§3 a§4 b1 1 0
0 0 a§/3 a§'4 k1 /:;2 1
0 0 0 ay by b by 1

A matriz L s6 tem 1’s na diagonal, de fato, poderiamos ter aproveitado

a matriz A original para guardar os /’s, ou seja, nao precisamos criar
matrices adicionais.

U=

o O o

ail a2 a3 aus
b1 ay a3 ax

! 1 "1
I Iy Ly an



= Os passos para resolver Ax = b sdo:
» Achar os fatores Le U

LU=A

* Notando que Ax = (LU)x = L(Ux) = b, resolver com forward
substitution:

Ly=b

» Resolver com backward substitution:

Ux=y



Decomposicao LU: Algoritmo basico

A implementagéo seria:

for k=1:n-1
if(A(k,k) == 0)
error ('Elemento nulo na diagonal');
end
for i=k+1l:n

A(i, k) = A(i,k)/A(k,k);
for j=k+l:n
A(i,3) = A(i,3) - A(i,k)*A(k,J);
end
end

end




Decomposicao LU: Teorema

A matriz A € R"*" tem uma Unica decomposicdo A = LU se e
sO se todas as submatrices principais Ax = A(1: k,1: k), k =
1,...,n—1sao nado singulares.

Matrizes comuns na engenharia
Em algumas matrizes é facil saber que se verificam as condicdes
do teorema:
» Matrizes simetricas e definidas positivas:
Uma matriz A € R"*" diz-se definida positiva, se V x €
R", x#0, x"Ax > 0.

» Matrizes com diagonal estritamente dominante:

Uma matriz € de diagonal estritamente dominante por linha
se:



n

lail > > ay

J=Lii

€ por columas se

n
lail > Y g

j=Lii

, =1, ..

, =1, ..



Eliminacao de Gauss com Pivoting

Para outras matrizes em geral, o processo de eliminagao de Gauss
nao pode ser completado sem recorrer a troca de linhas da matriz.

Vejamos um exemplo (na lousa)

Inclusive, em alguns casos, da para fazer, mas para evitar fatores
ai; muito pequenos e para minimizar erros de arredondamento se
faz troca de linhas, para que o a; seja o maior possivel. Aqui que
aparecem as matrizes de permutacgdo (Lembrar das operagoes ele-
mentares)

Isto se chama pivoting!



Matrizes de permutacao

Uma matriz de permutacéo P € R"*" é uma matriz em que cada fila
e coluna tem apenas uma entrada igual a 1 e o resto das entradas
sa0 0. As filas de P sao permutagoes de filas da matriz identidade.

 Ainversa de uma matriz de permutacao € a sua trasposta, i.e.,
pP~t=PpPT.

» O produto de uma matriz de permutagao por uma matriz A,
da como resultado a matriz A com suas filas permutadas do

mesmo jeito.
Ex.n=14
01 0 O a1 a2 a1z au a1 ax»n ax ax
PA — 1.0 00 a1 ax» a3 ax | _ |[an an a3z au
0 0 1 0 a1 ax  as  au a1 ax  a  au
0 0 0 1 a4 A a3 ass s A a3 ass



Eliminacao de Gauss com Pivoting

X1 X2 X3 X4

ail a2 a3 aw | b
a2 axn a3 axy | b
a3 a3 a as | bs
as1  as> a3 ass | ba

1. Permutar filas i = 1, ..., 4 (se necessario) para que a1 # 0 e
0 maior possivel. Esse elemento sera o Pivot (uardar py)

2. Substrair a fila 1 multiplicada por /iy = ai/ann dafila i, i =
2,...,4

3. Definir afk = aik — /,‘131;(, k=2 ..,4
4. Definir b! = bj — lab1, i =2,...,4



X1 X2 X3 X4

ain a2 a3 aw | b
0 ap a3 au | b
0 ap a3 a3y | by
0 ap a3 ay | b

. Permutar filas i = 2, ..., 4 (se necessario) para que ay» # 0 e
0 maior possivel. Esse elemento sera o proximo Pivot guardar py)

. Substrair a fila 2 multiplicada por /;, = al,/a3, da fila i, i

3,...,4
Definir aj;

4. Definir b/

= al/'k - lil2aék! i k=3,..,4

= bll - I-l2b£i = 3.---14



X1 X2 X3 X4

ain a2 a3 au | b
0 ap a3 ay | b
0 0 &Yy &Y, | by
0 0 &y aj, | b/

. Permutar filas i = 3,.

. Substrair a fila 3 multiplicada por L5 = aj3/a%

3,...,4

111

3. Definir aj; = aj, —
4. Definir by’ =

//

li3a%,

A3b3 .

4 (se necessario) para que a%; # 0 e
0 maior possivel. Esse elemento serd o proximo Pivot (guardar p3)

da fila i,

i



X1 X2 X3 X4

an a2 a3 aw | b
0 a3y a3 axy | b
0 0 &Yy &% | by
0 0 0 a |y

E uma matriz triangular superior!

Agora, vamos supor que guardamos duas coisas

« Os fatores I's

» E as permutagdes, que poderiam se pensar como matrizes de

permutagao Pi, P, Ps

Como antes, vamos pegar os fatores /'s e vamos armar umas ma-

trizes:




b1 1 _ 1 _ 1
L= b 1 L= By 1 L= 1
Is1 1 1 1 141/3

Cujas inversas ja sabiamos calcular.
Entao, tudo esse processo que temos feito para achar uma matriz
triangular superior, pode-se ver que de fato foi:
U=L3"P L Pl P A
ou, fazendo um reacomodamento:

U= L7YPs Ly Py Y (P P LT Py PY) (PsPyPy) A
——
L1 P
Finalmente



U=L"'PA=PA=LU

O que acabamos de fazer se chama fatoragdo LU com pivoting par-
cial, em que as matrizes L e U sao:

an di2 a3 aws 1 0 0 O

0 aé2 aég a£4 /21 1 0 0
" 1" , L= ’

0 0 d3z  dz 31 /32 1 0

0 0 0 ay ln o s 1

Igual que antes, veja que na matriz L s6 tem 1’'s na diagonal.

U=



Resolucao de sistemas
= Os pasos para resolver Ax = b sdo:

» Achar os fatores L e U e guardar as permutagdes P tal que

LU=PA

» Notando que (LU)x = (PA)x = P(Ax) = Pb, resolver com
forward substitution:

Ly=Pb

» Resolver com backward substitution:

Ux=y



Este processo esta garantido para matrizes nao singulares pelo teo-
rema:

Teorema 2

Se A € R"™" é néao singular, entdo podemos achar uma matriz de
permutacao P tal que PA satisfaz as condigées do Teorema 1, i.e.,
PA = LU existe e € unica.



Complexidade computacional
Quantas operagdes temos que fazer (#flops)
» Decomposicao LU:

#flops,, = §n3 + O(n?)

» Forward substitution:

#flops; = n” + O(n)

« Backward substitution:

#flopsz = n* + O(n)

* Em total:

#ilops — §n3 +O(r?) + 20° + O(n) ~ O(n®)



i.e., se para resolver um sistema de 100 equagdes preciso 1 milise-
gundo — para resolver um sistema com 1000, vou precisar 1 se-
gundo!

Decomposicao de Cholesky
Se A é simétrica e definida positiva, podemos construir uma
fatoracdo melhor:

A=HHT

Em que H é uma matriz triangular inferior que tem elementos
positivos na diagonal.



Decomposigao de Cholesky: Algoritmo

h11 = Van




Resolugao via Cholesky: Complexidade computacional

« Em total:

#lops — %,ﬁ +O(r)

i.e., que demora a mitade do tempo que a decomposicao LU!



Fungoes de Octave/Matlab
Temos varias fungdes para resolver sistemas por método directos:
e lu(h)
* chol(A)
* inv(A) (Tentar ndo usar em geral)
+ Temos a barra: “\":

x=A\D



A barra “\”

A “\" é bastante sofisticada. Dependendo da estrutura e tipo de matriz, vai escolher o
mais apropriado.

Em Octave: Para matrizes cheias, sempre se usa LU ou QR. Mas, para matrizes em
formato esparso:

« Se A é triangular superior ou inferior, ou inclusive uma permutagdo de uma
matriz triangular, os algoritmos de backward ou forward substitution séo usados.

« Se A é simetrica e com elementos positivos na diagonal a decomposicédo de
Cholesky é testada.

« Se nada do anterior serve, a decomposigao LU com pivoting é realizada.
» Se Ando é quadrada se procura uma solugdo no sentido dos quadrados minimos.

Cuidado: Ha algumas diferengas entre Octave e Matlab, no funcionamento da \. Ver o
livro de Quarteroni, na pagina 144 para mais detalhes.



Matrizes Esparsas

De maneira informal, uma matriz esparsa é uma matriz com uma
quantidade suficiente de zeros, para valer a pena tomar vantagem
disso.

A ideia basica, é so guardar os elementos diferentes de zero da
matriz, e as posi¢des em que eles se encontram. Desta forma vamos
economizar:

* Memoria;
* Numero de operacoes;
« Tempo de calculo;



Em Octave temos varias fungdes para trabalhar com matrizes es-
parsas:

* Asp = sparse(Af) — Para convertir de formato cheio a for-
mato esparso;

+ Af = full(Asp) — Para convertir de formato esoarsi a for-
mato cheio;

* nnz(A) — Para contar o niUmero de nao zeros da matriz;
+ spy(A) — para visualizar a estrutura da matriz;

* 1u(A) (decomposicao LU), chol(A) (decomposicao de Cholesky),
abarra \, e outras fungdes e operadores podem trabalhar sem
problemas tanto com matrizes cheias como esparsas.



