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Integracao Monte Carlo

« Métodos de Monte Carlo é uma classe de algoritmos
computacionais baseados em amostragens aleatérias.

« E um método poderoso, flexivel e direto. Muitas vezes é
a maneira mais simples de resolver um problema. Fre-
guentemente é a Unica maneira de resolver o problema.



Introducao
» Em geral se identificam varios passos:

1. Formular o resultado procurado como sendo o valor
esperado (média) de uma quantidade X, sobre um
conjunto de dados possiveis Q = {6}. A proba-
bilidade de cada dado especifico 6 (seu peso na
média) é P(6), conhecida.

x=E(X)= ¥ X(0) P(6)

0eQ

2. Gerar uma sequéncia {6;} que amostre o conjunto
Q de acordo com a probabilidade P.

3. Com cada dado 8, realizar o calculo deterministico
Xj = X(H,)



4. Os resultados sao finalmente agregados, somados,
por exemplo calculando médias como



» Vejamos um exemplo. Seja x, 0 que queremos calcular,
a razao entre a area do circulo e a do quadrado circun-
scrito (= 7/4).

« Passo 1: x é o valor esperado da fungéo que, escolhido
um ponto 0 = («, B) de maneira aleat6ria em

Q={(a,8) € [-1,1] x [-1,1]},

com probabilidade uniforme, vale

H 2 2
X(e):{l fo?+ 5% <1
0 senao

Sedimentos atmosféricos, em certas escalas, se dis-
tribuem com probabilidade uniforme.



» Passo 2: Simulagao.

1. Gerar 6; = («;, i), formado por dois nimeros «; e
B; entre -1 e 1, independentes e com probabilidade
uniforme.

2. Calcular X; = X(6;), definida como = 1 se a?+? < 1
e = 0 se ndo. Seja X = {X;} a sequéncia gerada.
3. Tirar a média

%= (X) =

N
L&
=1

N

* Pela lei dos grandes numeros, dado ¢ > 0, a probabil-
idade de que |X — x| > € tende a zero quando N tende a
infinito.



e Octave

som=0;

for i=1:N

x=-1+2*rand () ;

y=—1+2xrand () ;
if (x"2+y~2<1)
som=som+1;

end

end

p=som/N



Resultados para 4p:
# N=102 N=10* N=10° N=10° N=107
1 3.0800 3.1492 3.1450 3.1418 3.1405
2 32320 3.1340 3.1396 3.1400 ——
3 3.1240 3.1412 3.1469 3.1376 ——
4 3.0800 3.1660 3.1488 3.1406 -

Observar que os resultados sao mais precisos quando
N é maior.

Observar que os resultados sdo menos dispersos quando
N € maior.

Convergéncia.

Que maneira cara de calcular a integral

1
7r:4[ V1-x2dx !
0



+ Vamos todavia fazer outro exemplo elementar: Seja f(x) =
€* cuja integral indefinida (= e¢*) infelizmente esquece-
mos. Desejamos calcular

2
J= ./0 f(x) dx .
cujo valor exato é J = e — 1 = 6.389056....

« J é o valor esperado da fungao J, definida sobre Q =
(0.2],
J(0) = 2f(0)

quando todos os 6 € Q sao equiprovaveis.



» Fazemos para isto uma simulagao Monte Carlo (som=0;):

1. Geramos numeros 6; uniformemente em [0, 2].
theta=2*rand () ;

2. Computamos, f=e"theta;
3. Agregamos, som=som+2*f ;

Finalmente, o estimador J is J=som/N.

# N=103 N=10* N=10° N =10°
6.5378 6.4562 6.3955 6.3961
6.2635 6.4387 6.3960 6.3870
6.1529 6.3785 6.4007
6.5339 6.4326 6.3932

AWM=

6.389056



« Notar que o algoritmo devolve J, um resultado aleatdrio.
Toda vez que rodamos é diferente.

« A pergunta “quanto vale J?” deveremos responder real-
izando uma inferéncia a partir dos resultados, uma esti-
mativa.

- Aintegral /7 f(x) dx seria bem diferente (~ 16.4) se en-
tre x = 0 e x = 107* a fungao valesse 100000. Porém,
se nenhuma das N amostras consideradas caiu nesse
intervalo, sempre obteremos J ~ 6.4. Eventos raros
podem demorar a convergéncia.



Uma analise de risco

« Um bairro conta com uma rede hidraulica conhecida,
alimentada desde um reservatorio a pressao P =5 (bar).

« Dois tipos de canos: grossos, com “compliancia” C =
10, e os finos, com C = 2. De todos os nds é extraida
uma vazao nominal @ =0.1.

» Anualmente, os canos finos (apenas eles) ficam obstru-
idos com probabilidade p = 0.1. Quando obstruidos, seu
valor de C sereduza C =0.2.

* Qual é a probabilidade de que, passado um ano, algum
dos nods esteja a pressao menor que P =1.15?



» Seja M o numero de canos finos, todos distintos por
ocuparem lugares distintos na rede.
— Q: Existem 2M casos diferentes. 21%° = 1.27 x 10%°,
— Cada caso # — um vetor C diferente.

— Cadacaso # — probabilidade P() = p™(1-p)M-m),
sendo m(#) o numero de obstrugoes.

— Para cada caso, podemos calcular deterministica-
mente todas as pressoes, em particular a minima:

P=ResolveRede(nv,conec,C); Y=min(P);

— A probabilidade desejada x €

x=E(X)= 3 X(6) P(6) ,
6eQ



o valor esperado da fungao

1 Y 1.1
X(0) = { se ~(9) <1.15
0 senao

- Dificuldade: Se o calculo de X demora 1 nanosegundo
obteremos o resultado apds 4x10'3 anos.



¢ Tentemos um método Monte Carlo:

1. Gerar um vetor C com a probabilidade adequada

function Cn = Cnew(nc,C)

Cn=C;

for i=1:nc

if ((C(i)==2) && (rand() < 0.1))
Cn(i)=0.2;

end

end



2. Determinar as pressoes P(C), se min P(C) < 1.15
considerar dentro dos casos falhos.

som = 0;
for i=1:N

Cn = Cnew(nc,C); P = ResolveRede(nv,conec,Cn);
Y=min(P) ;

if (Y¥<1.15)

som = som + 1;
end
end

3. A probabilidade pedida é estimada por X,

x = som/N



» Esse algoritmo percorre apenas uma mindscula fragao
do conjunto de possibilidades se N é pequeno.

* Quando N — +oco podemos esperar um resultado cor-
reto.



Simulacoes
» Construimos os dados da rede sem obstrugdes. Comegamos
com apenas canos finos,
[nv nc conec C coord] = RedeHidraBairro(10,10,2,2);
e substituimos por canos grossos onde corresponda
Cc(1,1) =20; C(2,1) =20; C(3,1) =20;

C(94,1)=20; C(104,1)=20; C(114,1)=20;
C(31,1)=20; C(32,1)=20; C(33,1)=20;



» A rede nominal se resolve como
P=ResolveRede(nv,conec,C);

dando

2 4 3 8

max (P)=5, min(P)=1.6745

10



+ Outra realizagao
Cn = Cnew(nc,C); P = ResolveRede(nv,conec,Cn);

dando

2 4 6 E 10

max (P)=5, min(P)=0.93263



¢ E outra

Cn = Cnew(nc,C); P = ResolveRede(nv,conec,Cn);

max (P)=5, min(P)=1.1423



» Podemos agora fazer N realizagoes:
# N=1000 N=4000 N =16000 N =64000

1 0.176 0.179 0.193 0.190
2 0.185 0.195 0.197

3 0.194 0.194

3 0.236 0.186

4 0.198 0.195

» Das quais poderia se inferir que a probabilidade de falha
do sistema é aproximadamente 20%.



A probabilidade calculada se estabiliza quando N cresce,

o //AWWW
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mas ainda é necessdria uma inferéncia estatistica para
extrair alguma conclusao quantitativa ou qualitativa.



» Mudando a probabilidade p de obstrucdo de cada cano
individual para p = 0.05, o resultado é bem diferente,

004

0
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A estimativa de probabilidade de falha cai para ~0.7%.



» Quando p se reduz para 0.035 a probabilidade de falha
cai para ~ 0.2%, e 8000 realizagbes sao certamente in-
suficientes:
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Uma estimativa do erro
* Hipoteses: x = E(X) ¢ R (valor esperado finito) e

o?(X) =E((X -x)?) = Z@:(X(G) ~x)?P(0) < +oo .

» Oresultado %y de um calculo Monte Carlo é uma variavel
aleatoria, sobre o conjunto de sequéncias de N amostras
possiveis.

« O método funciona porque
E()?N) =X
e porque

o2(X)

o ) = (G = 0%) = T



Estimativa a priori do erro: O desvio padrdo de Xy - x,
que quantifica o erro, cumpre

o(Xn - x) = o(X) /N2 .
Lembremos que E(-) é uma integragdo. O erro de uma
integracdo deterministica (Simpson) é de ordem O(N~*/9),

onde d é a dimensao de Q. Para d > 8 Monte Carlo é
mais preciso.

A dimens&o d n&o tem impacto sobre o%(Xy). A suavi-
dade da funcédo X(#) também nao.

Estimativa a posteriori: 02(X) pode ser estimada por
1Y 2
5 = 1 2 (X(6;) - %)
i=1

porque E(5?) = XLo?(X).



» Assim, o erro de % é estimado por
. &
oy —x)~ — .

VN

« Exemplo: Estimativa do erro no calculo da probabilidade
de falha da rede hidraulica.

— x=E(X) onde X(#) é 1 ou 0.
- %=(1/N)%; Xi, e

&ZZl S X? - NS _1 S Xi - N&* | =% (1-%) .
N\4 N\4
— Por tanto,
£(1-%) 1

<

S STw

o(Xny—x) =



1% 1
X UN

N=1000 N =4000 N =16000 N =64000

— O erro relativo de X é, entao, € ~

%=0.20 6.3% 3.2% 1.6% 0.8%
% =0.07 11.5% 5.7% 2.8% 1.4%
Xx=0.01 31.5% 15.7% 7.8% 3.9%
%X=0.001 99.9% 50% 25% 12%

» Essas estimativas de erro dao uma ideia de quando
surgem as dificuldades (X e N pequenos).

« Um resultado quantitativo sério requer inferéncia.



Sumario:

Integramos o método matricial de resolugao de redes
(hidraulicas) com a simulagao Monte Carlo para avaliagao
de risco, discutindo o basico.

Introduzimos os estimadores
Sn = ({Xiticn) 2 x =E(X) e 63 = ({XP}iczn)-8 = 0*(X).
para expressar o resultado como X + §.

Visto como método iterativo (N = 1,2, ... a medida que
sao tomadas amostras), Monte Carlo gera uma sequéncia
convergente.

O conceito de problemas de alta dimensao foi exem-
plificado considerando dados aleatérios cuja dimensao
correspondia ao nimero de canos finos de uma rede.



