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Métodos iterativos

Vamos considerar o problema:

Achar x* € R" tal que

r(x*)=0




em que a fungéo vetorial r : R” — R" e pode ser linear ou néo linear
em x.

Que é um método iterativo para resolver esse problema?

Um método iterativo para achar a solugao x* do problema, é um
método que, a partir de um vetor inicial x\¥), gera uma sequéncia

de vetores x, x@, ..., x®), .. que aproxima-se a x*

Que significa se aproximar a x*?
Matematicamente, o limite da sequéncia quando k tende para oo tem
que ser x*, i.e.

lim x® = x*

k— o0

Entdo, o método iterativo se diz convergente. De maneira equiva-
lente, se o método for convergente



[ x*¥ —x* |——0
k—o0
em que e¥) = x(¥) — x* & o erro na iteragao k.
Também podemos trabalhar com o residuo do problema na iteracéao
k, que seria r'¥) = r(x(¥)). O método se dira convergente se

k
| r [ndl

em que || - || é alguma norma de R".

Aqui vemos que precisamos trabalhar com normas de vetores, para
medir que tao proximo nos encontramos da solugao. Vamos aproveitar
para definir algumas normas.



Uma norma é uma fungdo || - ||: R” — R™ tal que
1. |x[>0VxeR"e||x|[|=0<x=0.
2. lax|l=la] | x| VaeR.
3 Ix+yll<lx[[+1yll Vx yeR"

As mais usadas séo:

* Norma Euclidiana:

R 1/2
2
I x = <z>

i=1

* Norma do maximo:

1% [loo="max |xi|
1<i<n



* Norma 1:

n
I [l=_ x|
i=1

Como estamos em R” as normas sao equivalentes, isto é:

% [loo <[l x [l2< v/ || % [|oc,
[ floo <[ x 1< n [ x [loc,

Il 2]l x [h< V0 || x|

2,

Vejamos um exemplo de processo iterativo para resolver um prob-
lema concreto.



Vamos calcular em que ponto se anula a fungao:

10
1+ x2

r(x) =x+¢e& + -5

i.e., procuramos x™* tal que r(x*) =0

Para resolver este problema, podemos utilizar a férmula de iteracéo:



e _ o r(x)
r'(x(k))

Este é o famoso método de Newton. O codigo em Octave resulta:

func = inline ("x + exp(x) + 10/(1+x"2) - 5");
derfunc = inline ("1 + exp(x) — 20*xx/(1+x"2)7°2");

xold = 1.5;
for k=1:100
xnew = xold - func(xold) / derfunc(xold);
xold = xnew
if (abs (func(xnew)) < 1.0e-10)
disp ('Converged'); break ;
end
end

if(k == 100) disp('PANIC: Not Converged'); end




Agora vamos ver um problema mais dificil. Vamos considerar redes
hidraulicas nao lineares.

Vamos supor que a conductancia dos canos € uma fungao da prépria
diferengca de pressdo nos extremos do cano, i.e., para o cano r
unindo os nés i e j

Cr:3r+br‘Pf_F)j‘
Em Octave:

C(r) = a(r) + b(r) * abs(P(conec(r,1)) - P(conec(r,2)));

Notar que para conseguir avaliar as conductancias, precisamos dos
valores da pressao nos nds, que € justamente o que estamos procu-
rando!

Neste caso, temos o problema de achar P* tal que:

r(P)=A(P*)P" —b=0



Podemos propor um processo iterativo em que o vetor de pressdes
P se atualizara a partir de um chute inicial.

Dado P®, na iteragéo k + 1 do processo iterativo fazemos:
« Calcular as conductancias usando P(;
« Montar a matriz do sistema com essas conductancias A(P*));
« Resolver o sistema para atualizar a presséo e calcular P**1);

Isto se conhece como método de Picard. A implementagdo em Oc-
tave é:



% Definicao do problema

[nv, nc, conec, CO, coords] = RedeHidraBairro(n,m,CH,CV);

MAX_IT = 20; TOLr = 1.0e-10;
Pold = zeros(nv,1); % Chute inicial
for k=1:MAX_IT % Loop de iteracoes
C = ComputeConds (C0, nc, conec, Pold);
[Atilde b] = BuildSystem(nv, nc, conec, C, OB, nB,
patm, natm);
residual = AtildexPold - b;
normres = norm(residual)
if (normres < TOLr)
disp ('Converged');
break ;
end
Pnew = Atilde \ b;
Pold = Pnew;
end




Nesses exemplos ja vimos varios dos ingredientes que aparecem
num algoritmo iterativo:

« Um valor inicial ou um “chute”;

» Uma “receita” para calcular o novo elemento da sequéncia
x%**1) a partir do elemento anterior x*;

+ Um ndmero maximo de iteragdes: MAX_IT;

+ Tolerancias algoritmicas: TOLr. Também poderiamos ter uti-
lizado uma tolerancia de valor.

Se o processo for convergente, quanto mais iteragdes fizermos, mais
preciso sera o resultado com relacao a x*. Entao, o processo con-
verge, a menos do erro de arredondamento, nesse valor exato. Para
isto, precisamos escolher MAX_IT e TOL apropriadamente.

A escolha do “chute” inicial também pode ser importante.



Para introduzir algumas ideias sobre como construir métodos itera-
tivos, vamos propor um algoritmo geral da forma:

Dados x9, TOL, MAX_IT, k=0
Enquanto |[r¥)|| > TOL e k < MAX_IT
1. Achar uma diregéo de procura d**%)

. Determinar o escalar S«

2
3. Avancar: x*) = x® 4 g, d(k+)
4. Calcular o residual: r(*+V)

5

. Incrementar k
Fim

e vamos trabalhar com problemas lineares. Entao, dado o sistema



Ax=b, AcR™" x,beR"
Neste caso, o residuo vem dado por

r9) = r(x(k)) =Ax® —p

O ideal para um método iterativo seria ele converger na solugéo do
sistema em apenas uma iteragao. Isto significa pedir que:

xD = x*
Ja que xV = x©@ 4 8, dY, se tomarmos 8, =1 e d¥ = x* — x(©.

Claramente, para calcular d® precisamos conhecer a solucdo do
sistema. Ja que

dV =x" —xO =Ap AT (O 4 p) = —AHO

isto significa que d® & solugdo de:



Ad® = @
que envolve a matriz A.

Vamos supor que por algum motivo ndo queremos ou ndo podemos
resolver o sistema envolvendo a matriz A, mas, que temos alguma
forma eficiente de resolver o sistema

MdD = —©

em que a matriz M é “parecida” com a matriz A. Nesse caso, ao
resolver, acharemos um vetor d tal que xM = x© + g; d® = x(),

Se M for escolhida muito parecida com A, x) resultara muito préximo
de x*. Entao, repetindo o processo iremos ficando cada vez mais e
mais pertos de x™.

Como escolhemos a matriz M?

Na iteragdo numero k + 1 teremos



r(k+l) — Ax (k+1) b= A(X )+ﬂk+1 d (k+1) ) b= r(k)JrA /Bk+1 (7M71 r(k))

Pk (I— B A M_l) (0
—
S

Entéo, supondo que a matriz M e o parametro j3 estao fixos ao longo
das iteragdes

(kD) g k) L gkt (0)

mas, como garantir que || r**! || tende para zero quando k au-
menta?

Tomando a norma

e =) <O

O que precisamos, é que para todo vetor r@, || §¥*1 ¢ || 0



Chamando de \;’s aos autovalores de S, pode-se provar que || S+ r(® ||—
0, se o chamado raio espectral da matriz S, definido como:

p(S) = max {IAul. ... [Aal}

é menor do que 1.

Lembrete: Autovalores e autovetores:
Seja A € R™", A € R é autovalor de A se A — AT é singular.

Portanto, se \ é autovalor de A, existe v e R", v # 0 tal que

(A=XDv=0
ou seja:

Av = )Av



Uma forma de calcular os autovalores é atraves do polinémio carac-
teristico: Se \ é autovalor da matriz A € R"*", entao:

P(\) = det(A— AI) =0

Definicao: Uma matriz diz-se diagonalizavel se ela for semelhante
a uma matriz diagonal, ou seja, existe Q tal que

A=QDQ!
em que D é uma matriz diagonal, i.e.,
M 0 ... 0
0 X ... O
D=
0 0 ... X\

Se A é simétrica, podemos achar uma Q ortogonal (R~ = Q7).



Agora voltemos ao método iterativo, para o qual temos o teorema:

Teorema: Para um método iterativo como o proposto, o método
é convergente se 0 s6 se p(S) < 1.

Para entender isto, vejamos que acontece quando calculamos poténcias
da matriz S. Para simplificar vamos supor que ela é diagonalizavel.
Entao

$’=(QDQM)(RDQ ) =QD(RT'Q)DQ ' =QD’Q"
similarmente

53 _ 525 _ (Q D2 Qfl)(QD Qfl) _ QDZ(Q71 Q)D 071 _ QD3Q71



e em geral S = QD¥Q~!. Mas, a matriz D* é:

X0 .00
0 X .. o0
D" =
0 0 .. X
Setodosos)\,-,i:1,...,n,séomenoresdoquel,entéo)\,»kk—>0
— 00

e portanto S —— 0.
k— o0



Pode-se ver que estes processos iterativos podem ser escritos como:
KD — gy | g
Para uma certa matriz B e vetor g e que
e+ _ B

em que, e = x() — x*. Fica como exercicio para a lista verificar-lo.



Voltando ao algoritmo iterativo geral:

Dados x©, TOL, MAX_IT, k=0

Enquanto |[r¥|| > TOL e k < MAX_IT

1.
2
3.
4

5.

Fim
Diferentes
Brt1-

Resolver M d*+t) = —¢(K)

. Determinar o escalar Sx+1

Avancar: x**1) = x®¥) 4 g, dk+)

. Calcular residual; rtc+) = Ax(+1) _ p

Incrementar k

métodos correspondem a diferentes escolhas para M e



Vamos estudar dois métodos basicos:

» Método de Jacobi;
» Métod de Gauss-Seidel;

Primeiro, a matriz do sistema é decomposta aditivamente, i.e.:

A=La+ Da+ Ra

aii ai? ain 0 0 0 aili 0
ani an? azn ani 0 0 0 an?
= +
an1 an2 ann as1 a42 0 0 0
0 an ain
0 0 azn



O método de Jacobi consiste em tomar 3, = 1 Vk e fazer a escolha
mais simples para a matriz no algoritmo iterativo:

M = Da

Poderiamos simplesmente utilizar o processo iterativo com essa es-
colha para M e 3, mas, é interessante reescrever o método. Entéo,

KD () L qUetD) g gD (k) _ ()
sendo d**% solugdo do sistema

Dy d®H) — 0 _ a0 g
Mas, ja que A = La + Da + Ra, resulta

Da (X(k+1) — X(k)) = —(La+ Da+ Ra) x) +b



Dax¥t) = —(Ly+ Ra)x™® + b
ou em notagéo de indices

n
Wty _ 1 [ N0
i LD DT
J=Lj#

Lembremos que o método é convergente se 0 so se p(S) < 1. Em
geral, isto ndo é trivial de ser verificado para uma matriz arbitraria de
n x n, porém, pode-se demostrar que:

Teorema: Se a matriz A é de diagonal estritamente dominante
por linha, entéo, o método de Jacobi converge.




O outro método que vamos considerar consiste em tomar 8y = 1 Vk
€ para matriz M

M = Da+ La

Novamente, vamos reescrever o método para ver o que ha por traz
dessa escolha:

KD (0 gUetD) gl D) (D) ()

sendo d“*) solugao do sistema

(Da+ La)d* ™) = ) = _Ax®) 1 p
Mas, ja que A = La + Da + Ry, resulta

(Da+ La) (x* —x0Y = —(La+ Da+ Ra)x® +b



Dax¥ D 4 o x ) = _Ryx® 4+ p
ou em notagéo de indices

(k+1) <b _ Z a X (k+1) Z aj Xj(k))

j=i+1

Condicdes suficientes para que o método seja convergente:

Teorema: Se a matriz A é de diagonal estritamente dominante
por linha ou ela & simétrica e definida positiva, entdo, o método
de Gauss-Seidel converge.




Outras variantes parecidas sao:
« Método SOR:

M =Djp~+wlx
» Método SSOR:

M = (Da+ wLa) D;' (Da + w Ra)

em que w > 1 & um parametro de sobrerelaxagao.



