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Lista 5 - Métodos diretos para resolver sis-
temas lineares

1. Ler o capitulo 5 do livro de Quarteroni, paginas
137 até 158.

2. Testar em Octave criando matrizes, p.e. de 5 X 5
e verificar as propriédades:

(a) A inversa de uma matriz triangular inferior
unitaria (i.e., liz = 1 Vi,l;; = 0 Vi < j)
também é triangular inferior unitaria (Pode
usar a fung@o inv(L) de Octave para veri-
ficar).

(b) Considere por exemplo uma matriz triangu-
lar inferior unitaria da forma

1 0 0 0 O
o1 1 0 0 O
L=11Il33 0 1 0 O
lps 0 0 1 0
Is1 0 0 0 1

ou outras similares, em que aparecem ele-
mentos que poderiam ser nao nulos l;; em-
baixo da diagonal apenas numa das colunas
(no exemplo seria l;; #0Vi=2,...,5, j=
1.

e A inversa tem a mesma forma, mas com
os lj; trocados de sinal.

e Como é o produto de duas delas quando
os l;; aparecem em colunas diferentes?.

e Pegue uma matriz A e multiplique a es-
querda pela inversa de uma dessas L.

(¢) Considere uma matriz de permutagao P (i.e.,
uma matriz obtida aplicando permutagdes de
filas da matriz identidade).

e A sua inversa é a trasposta.

e As mesmas permutagoes podem ser apli-
cadas numa matriz A premultiplicando
pela P.

3. Sejam A, L;, P, € R™*", 4 = 1,2.
L2P2L1P1A = L2(P2L1P2_1)(P2P1)Av

4. Considere matrizes quadradas de n X n.

Provar que

(a) Como se calcula o determinante de matrizes
triangulares inferiores ou triangulares supe-
riores?

(b) Tendo a decomposi¢do LU de uma matriz
A e conhecendo as propriedades dos deter-
minantes, como calcularia o determinante de
A?

(¢) Que acontece no caso anterior se o que temos
é a decomposicdo LU de PA .

5. Programar em Octave algum dos algoritmos de
Forward substitution ou Backward substitution
para resolver sistemas triangulares.

6. Programar em Octave o algoritmo de descom-
posicdo LU visto na aula para matrizes em que
nao seja necessario aplicar permutagoes, p.e., as
matrizes simétricas e definidas positivas, que po-
dem ser geradas com as intrugdes na sequéncia:
> R = rand(n);
> A = R’*R;

Use a mesma matriz A para guardar os fatores L
e U. Comparar o resultado com Octave, fazendo
[L, U, P] = lu(h).

7. Considerar as redes hidrdulicas de um bairro de
n X n nés. Fazer um programa de Octave para
medir o tempo necessario para resolver o sistema
de equacoes como funcdo do numero de vertices
na rede. Plotar o resultado utilizando a funcéo
loglog. Fazer redes desde 20 x 20 até 100 x 100
pulando de a 20 por exemplo.

Repetir o anterior, mas convertindo a matriz para
o formato esparso, i.e., na hora de resolver colocar:

> p = sparse(Atilde) \ b;

8. Responder com verdadeiro ou falso:

(a) Para um sistema de equagoes Ax = b, A €
R™ ™ que admite solugdo tnica se verifica
que as linhas de A sdo linearmente depen-
dentes.

(b) Para um sistema de equagdes Ax = b, A €
R™ ™ que admite solucdo tnica se verifica
que Ax = 0 86 se x = 0.

(¢) Se premultiplicar (ou seja, multiplicar a es-
querda) uma matriz A por uma matriz de
permutacao P, entdo o resultado serd uma
matriz com as mesmas linhas que A, mas
numa ordem diferente.

(d) Uma matriz de permutagéo, obtida trocando
a ordem apenas de duas linhas da matriz
identidade, é simétrica.

(e) Conhecida a fatoracgo LU de A, podemos
calcular o deteteminante dela como det(A4) =

det(L).

(f) Uma vez calculada a fatoracdo LU de uma
matriz A € R™*", o determinante dela pode
ser calculado fazendo

for i=1:n
det=1;
det=det*U(i,i);
end

(g) O custo computacional de calcular o produto
escalar de dois vetores é da ordem O(n?).

(h) O custo computacional de calcular o produto
de uma matriz por um vetor é da ordem

O(n®).

(i) O custo computacional de calcular a fa-

toracdo LU de uma matriz, A € R"*™ é pro-
porcional n®.



@

O custo computacional de aplicar o método
de substituigao progressiva (Forward substi-
tution) para resolver um sistema triangular
inferior de n X n é proporcional a n.

Uma vez obtida a fatoracao LU de uma ma-
triz A € R™ "™, para resolver qualquer sis-
tema da forma

Ax = b

sa0 necessarias O(n) operagoes.

O pivotamento ajuda na precisdo mini-
mizando o erro de arredondamento.

Sabemos que na fatoragdo LU com pivota-
mento, sdo calculadas matrizes P, L e U tais
que PA = LU. Ainda, a matriz de per-
mutagdo P é sempre simétrica.

Sabemos que na fatoracdo LU com pivota-
mento, sdo calculadas matrizes P, L e U tais
que PA = LU. Ainda, os elementos da ma-
triz de permutacao P sao 0 ou 1.

Se uma matriz tem determinante negativo,
entdo ela ndo pode ser fatorada da forma

A = HHT

O custo computacional de calcular a fa-
toracdo de Cholesky para uma matriz A €
R"*™ § proporcional a n® (ie., #flops ~
Cn®). Essa constante C' é menor que no caso
da fatoracao LU.

A decomposigdo de Cholesky pode ser apli-
cada em qualquer matriz simétrica.



