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Matriz Ortogonal
Revisao: Matriz Ortogonal

Uma matriz A € M(n,n) cujas n colunas (e linhas) formam um conjunto
ortonormal é dita ortogonal.
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al

Revisao: Matriz Ortogonal

Definicao
Uma matriz A € M(n,n) cujas n colunas (e linhas) formam um conjunto
ortonormal é dita ortogonal.

Proposicao
Se A € M(n,n) é ortogonal entdo:
e AT =A1

o [[Av]2 = [[v]l2, Vv € R”

SME0305

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Método de Jacobi para Autovalores



Matrizes Semelhantes

Revisao: Matrizes Semelhantes

Definig¢ao
As matrizes A, B € M(n, n) sdo semelhantes se existir P € M(n,n)

invertivel, tal que:
B =P 'AP.

SME0305
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Matri emelhantes

Revisao: Matrizes Semelhantes

Definig¢ao
As matrizes A, B € M(n, n) sdo semelhantes se existir P € M(n,n)

invertivel, tal que:
B =P 'AP.

Proposigao
Se A e B sio semelhantes entdo elas possuem os mesmos autovalores.

SME0305
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Revisdao: Matrizes S1metr1cas

Toda matriz simétrica A € M(n,n) pode ser diagonalizada por uma
matriz ortogonal V € M(n, n), isto é:

D=V AV

onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores (todos reais)
de A e as colunas de V sdo os seus respectivos autovetores.
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Dada uma matriz simétrica A € M(n, n) vamos usar a Decomposicao
OR para calcular todos os seus autovalores e autovetores.
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Dada uma matriz simétrica A € M(n, n) vamos usar a Decomposi¢ao
OR para calcular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo
A=A = A =0QiRy
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S

étodo de Francis (ou QR

Dada uma matriz simétrica A € M(n, n) vamos usar a Decomposi¢ao
OR para calcular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo
A=A = A =0QiRy
A =RiQ; = A = QR

=
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S

étodo de Francis (ou QR

Dada uma matriz simétrica A € M(n, n) vamos usar a Decomposi¢ao
OR para calcular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo

A=A = A =01k
A =RiQ; = A = QR
A; = RQr = Az = Q3R3
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Dada uma matriz simétrica A € M(n, n) vamos usar a Decomposi¢ao
OR para calcular todos os seus autovalores e autovetores.

Processo

A=A = A =01k
A =RiQ; = A = QR
A; = RQr = Az = Q3R3

A1 =R 0Qk 2 = A1 = Q1R
Ay = Ry_10x—1
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.
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Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Prova: Como A1 = Q;_1Rs_1 = Ry = Q]j_lAk—l e Ay = Ry 10,_1.
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Método de Francis (ou QR)

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Prova: Como A1 = Q;_1Rs_1 = Ry = Q]j_lAk—l e Ay = Ry 10,_1.

Temos que, Ay = Q,;r_lAk,le,l.
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Prova: Como A1 = Q;_1Rs_1 = Ry = Q]j_lAk—l e Ay = Ry 10,_1.

Temos que, Ay = Q,;r_lAk,le,l. Assim,

Ar = QA 10k
Q/ Q! , A5 Qr2Q 4

= Q 0/, -0 A Q- Q20
= (Q1- Qe 20k 1)" A(Q1-- Q20 1)
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Prova: Como A1 = Q;_1Rs_1 = Ry = Q]j_lAk—l e Ay = Ry 10,_1.

Temos que, Ay = Q,;r_lAk,le,l. Assim,

Ar = QA 10k
Q/ Q! , A5 Qr2Q 4

= Q 0/, -0 A Q- Q20
= (Q1- Qe 20k 1)" A(Q1-- Q20 1)

Fazendo V= 0Q1Q - - Qj_; temos que A e Ay = VAV sdo
semelhantes. [
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.
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Método de Francis

Método de Francis (ou QR)

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Proposigao

A sequeéncia Ay converge para uma matriz diagonal.
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S

étodo de Francis (ou QR

Proposicao

As matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores.

Proposigao

A sequeéncia Ay converge para uma matriz diagonal.

Logo, os elementos da diagonal de A; fornecem uma aproximacao
k
para os autovalores de A, enquanto que as colunas da matriz:

V=01Q2 Qi

uma aproximagao dos seus respectivos autovetores.
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Método de Francis

Método de Francis - MATLAB

function [D,V] = francis(A,kmax)

n = size(A,1);

V = eye(n);

for k=1:kmax
%QR via Gram-Schmidt modificado
[Q,R] = mgs(A); %ou [Q,R] = qr(A);

A = Rx*Q;
V = V*Q;
end
D = diag(A);

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Método de Jacobi para Autovalores
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Método de Fra

Método de Francis - MATLAB

Exemplo

Dada a matriz
50 2
A=]1010
2 01
Calcule os autovalores e autovetores da matriz A usando 10 itera¢bes

do Método de Francis. Compare sua solu¢ao com a resposta da fungdo
[D,V] = eig(A).
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Rotacdo de Givens

Matriz de Rotacao

Rotagéo no sentido horério

A | cos(0) sen(6)
4 RO)=1 _ sen(f)  cos(h)
Rotagdo no sentido anti-horario
0
R R(—0) = R"1(6) = RT(0)

X Matrizes de rotagdo sdo ortogonais.
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Rotacdo de Givens

Rotagédo de Givens

Dado um par de indicies (p,q) com p < g e um dado dngulo 6 a matriz
de rotacdo de Givens é dada por:
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Rotaca

Rotagédo de Givens

Dado um par de indicies (p,q) com p < g e um dado dngulo 6 a matriz
de rotacdo de Givens é dada por:

1 v 0 -+ 0 --- 0
0 c S 0 p
R(p,q,0) = : :
0 —s c 0 q
0 -~ 0 - 0 - 1
p q

com ¢ = cos(6) e s = sen(f). Observacdo: caso p > g, temos que
R(p,q,0) = R"(q,p,0), isto é, 0 seno muda de sinal.
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Rotacdo de Givens

Rotagédo de Givens

Dado um vetor x € R", o produto y = R (p, g,0)x é equivalente a
rotagdo do vetor x em 0 radianos no sentido anti-horério no plano dos

eixos (xp, xy).

SME0305
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Rotacdo de Givens

Rotagédo de Givens

Dado um vetor x € R", o produto y = R (p, g,0)x é equivalente a
rotagdo do vetor x em 0 radianos no sentido anti-horério no plano dos

eixos (xp, x;). Segue que,
cxp—sx;, k=p
yk=1 sxptcxg, k=g
xr, k#pq

Note que R (p, g,0) altera apenas as linhas p e g de x.

SME0305
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Rotacdo de Givens

Rotagédo de Givens

Dado um vetor x € R", o produto y = R (p, g,0)x é equivalente a
rotagdo do vetor x em 0 radianos no sentido anti-horério no plano dos
eixos (xp, x;). Segue que,

cxp—sx;, k=p
Yk = sxp+cxg, k=g
Xe, k#p,q

Note que R (p, g,0) altera apenas as linhas p e g de x.

Para anular y,; na equagdo acima. Basta tomar:

X X,
c="L e s=-"1 com r=\/x;+x2
r r
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Rotacdo de Givens

Rotagédo de Givens

Exemplo
Dada o vetor v = (4,3,7) . Use a rotacdo de Givens para anular o

elemento v5.

z

<1

V.

SME0305
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Rotacdo de G

tacdo de Givens

Exemplo (continuagao)

Dada o vetor v = (4,3,7) ". Use a rotagdo de Givens (em torno do
eixo z) para anular o elemento v,.
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Rotacdo de Givens

Rotagédo de Givens

Exemplo (continuagao)

Dada o vetor v = (4,3,7) ". Use a rotagdo de Givens (em torno do
eixo z) para anular o elemento v,.

Solucao:
Vamos calcular v = R (1,2,0)v. Assim,

c s 0 4 3
R(1,2,0)=| —s ¢ 0 | r=+v42+32=5 c=g s=-%
0 01

14 / 33
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Rotacdo de Givens

Rotagédo de Givens

Exemplo (continuagao)

Solucao:
c s
R(1,2,0)=| —s ¢
0 0

Portanto,

v=R"(1,2,0)v=

0
0| r=v4+32=5 c:% s:—§
1 5 5
4/5 3/5 0 4 5
—-3/5 4/5 0 3|1=10
0 0 1 7 7

SME0305
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Rotacdo de Givens Rotacédo de Jacobi

Rotacdo de Jacobi

Dada uma matriz simétrica A € M(n,n). A rotacdo de Jacobi é uma
rotacdo J = R(p, q,0) que quando aplicada como uma transformagéo

similar:

A—]JTA]=A,

anula um par de elementos simétricos fora da diagonal de A.

SME0305 16 / 33
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Rotacdo de G S Rotacédo de Jacobi

Rotacdo de Jacobi

Dada uma matriz simétrica A € M(n,n). A rotacdo de Jacobi é uma
rotacdo J = R(p, q,0) que quando aplicada como uma transformagéo

similar:

A—]JTA]=A,

anula um par de elementos simétricos fora da diagonal de A.

App -+ pg App

Agp =+ Ogg

SME0305 16 / 33
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Rotacido de Givens Rotacdo de Jacobi

Rotacdo de Jacobi

Exemplo
Seja A € M(4,4). Use a rotagdo de Jacobi J = R(2,4,6) em A.
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Rotacido de Givens Rotacdo de Jacobi

Rotacdo de Jacobi

Exemplo

Seja A € M(4,4). Use a rotagdo de Jacobi J = R(2,4,6) em A.

Solugdo:
i 1 0 0 0 a1 ajp 4aiz a4
JTA = 0 ¢ 0 —s A1y Ay A3 Ay
0 0 1 a3 a3 A3z A3
L 0 s O C a1qg Apq 0434 Q444
i a11 a2 a13 a14
o a12C — A4S a22C — A4S a3C — A34S A4C — A44S
a3 a3 ass a3y
| 4125 +4a14C a5 +ap4C  A235 +a34C A4S + AgeC

f. Afonso Paiva (ICMC- Método de Jacobi para Autovalores
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Rotacdo de Givens

Rotacdo de Jacobi

Exemplo (continuagao)

Rotacdo de Jacobi

Solugdo:
a1 a2 a13 a14 1 00
]TAI _ A12C — A14S  A2pC — ApgS  Ap3C — (345  ApgC — (445 0 c 0
a13 a3 a33 a34 0 01
128 +a14C  appS +apaC  Ap35 +a34C A4S + AgyC 0 —s 0
a1 A12C — A145 a3 a12s + a4
a12C — 145 ap2C% — 2045 + 445° ap3c —azs  (ax —ag) cs +az (¢
a13 A23C — A34S as3 235 + A34C
A125 +aqac (A — asg) cs + ax (2 — %) ap3s + azc A952 + 2054C5 + Ag4C

a o n O

s2)

2

fonso Paiva (ICMC-USP) Método

> Jacobi para Autovalores
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Rotacido de Givens Rotacdo de Jacobi

Rotacdo de Jacobi

Exemplo (continuagao)
Solugdo:
a aip a13 a4 1 0 0 O
JTA] = A12C — 145  A92C — A4S  A23C — (345  (24C — (448 0 c 0 s
a3 a3 ass asq4 0 0 1 0
125 +a14C  aps +ap4C  Ap3S + A34C  ApyS + Agec 0 —s 0 ¢
an a12C — a14S a3 125 + a14¢C
A1C — A145 Ay — 2094CS + 04452 3¢ — a345 (A2 — aga) €5 + Ay (c* — 52)
a13 A23C — A34S as3 235 + A34C
A125 +aqac (A — asg) cs + ax (2 — %) ap3s + azc A9952 + 205405 + ag40?

O resultado segue de forma andlogo para matrizes simétricas de
ordem 7. Note que, a rotagdo (p,q) de Jacobi altera apenas os
elementos das linhas e colunas p e g de A.
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Método de Jacobi Idéia do Método de Jacobi

Idéia do Método de Jacobi

O Método de Jacobi consiste em, dada uma matriz simétrica
A € M(n,n), aplicar uma série de transformagdes similares:

A1 =T Adi
onde A; = A.

SME0305
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Método de Jacobi Idéia do Método de Jacobi

Idéia do Método de Jacobi

Ap06s n passos do Método de Jacobi temos:

At = J0 T AT Ta

= 2 J0)" A ()2 Tn)
= VAV
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Método de Jacobi Idéia do Método de Jacobi

Idéia do Método de Jacobi

Ap06s n passos do Método de Jacobi temos:

Avpr = T, B Al Ja
= 2 J0)" A ()2 Tn)
= VAV

Assim, a sequéncia {A1,Az,A3,...} converge para uma matriz
diagonal D = os elementos da diagonal de A,,;1 fornecem uma
aproximagdo dos autovalores de A.
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Método de Jacobi Idéia do Método de Jacobi

Idéia do Método de Jacobi

Ap06s n passos do Método de Jacobi temos:

Avpr = T, B Al Ja
= 2 J0)" A ()2 Tn)
= VAV

Assim, a sequéncia {A1,Az,A3,...} converge para uma matriz
diagonal D = os elementos da diagonal de A,,;1 fornecem uma
aproximagdo dos autovalores de A.

Além disso, as colunas de V = J1]J> - - - J,, fornecem uma aproximagio
dos autovetores correspondentes.

20 /33

nso Paiva (ICMC-USP) Método de Jacobi para Autovalores SME0305



Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Dada A € M(n,n) simétrica. O método de Jacobi consiste nos
seguintes passos:

@ Escolha um par de indices (p,gq),com1 <p < g <wm;
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Método de Ja Método de Jacobi

Método de Jacobi

Dada A € M(n,n) simétrica. O método de Jacobi consiste nos
seguintes passos:

@ Escolha um par de indices (p,gq),com1 <p < g <wm;

@ Calcule o par seno-cosseno (c, s) tal que:

SO T
Apg  Agq —5 C Apg  Ggq —5 C

seja diagonal;
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Dada A € M(n,n) simétrica. O método de Jacobi consiste nos
seguintes passos:

@ Escolha um par de indices (p,gq),com1 <p < g <wm;

@ Calcule o par seno-cosseno (c, s) tal que:

7 N R N I € s
Gpg g | | —s ¢ Apg  Agq —s ¢
seja diagonal;
© Atualize A com A =] TAJ, ondeJ = R(p,q,0).
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Diagonalizar

- T
|: gpp qu :| - |: . c :| |: app upq :| |: . . :|
Gpg  fgq —s ¢ Apg g —s ¢
2 2 22
_ ppc* — 2apcs + aqzqs , (app — azqq) €5+ apg (c S s?)
(app — agq) s + apg (c* — %) AppS® + 2apgcs + agge
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Diagonalizar

- T
|: gpp qu :| - |: . c :| |: app upq :| |: . . :|
Gpg  fgq —s ¢ Apg g —s ¢
2 2 22
_ ppc* — 2apcs + aqzqs , (app — azqq) €5+ apg (c S s?)
(app — agq) s + apg (c* — %) AppS® + 2apgcs + agge

é o mesmo que dizer que:

0=y = (apy — gq) ¢ + apg (¢ — 5%)
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi
Diagonalizar
~ ~ T
App  pg = c s pp  pq € s
{ﬁr’ﬂ "iw} - [—S C} {ﬂpq ”qq}{—sc}

_ [ AppC* — 2apgcs + “qzqsz (app — agq) cs + apg (c* — 5°)
(app — agq) cs + apg (c* — 5°) ppS? + 2pgCs + gqc?

é o mesmo que dizer que:
o 2 2
0 = lpg = (app — agq) c5 + apg (c* — 5°)

Se ay; = 0, basta tomar (c,s) = (1,0).
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Caso contrério (a,; # 0).

Paiva (ICMC-USP) Método acobi para Autovalores SME0305



Método de Jacobi Método de Jacobi

étodo de Jacobi

Caso contrdrio (a,; # 0). A partir da equagao:
2 2\ _
(pp —agq) c5 + apg (€ —57) =0
e usando o fato de:

1
s =5 sen(20) e c¢*—s? = cos(26)

nso Paiva (ICMC-USP) Método de Jacobi para Autovalores
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Caso contrdrio (a,; # 0). A partir da equagao:
2 2\ _
(pp —agq) c5 + apg (€ —57) =0
e usando o fato de:

cs = %sen(Z@) e c®—s*=cos(20)

Temos que:

T = cot(20) = ‘W (1)
pq

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Método de Jacobi para Autovalores SME0305



Método de Jacobi

étodo de Jacobi

Por outro lado, temos:

Método de Jacobi

2

C 752

T = cot(20) = =

cos(20) -5 G- 11
sen(26) 28 X 2t
C

onde f = tan(6).

nso Paiva (ICMC-USP)
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= 4+21t—1=0
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Por outro lado, temos:

2
cos(20) 2—-s2 - 1-t
= cot(20) = = =< = =t +2tt—-1=0
T = cot(26) sen(20) 2¢s 2 2t T

onde f = tan(6).

Agora basta determinar os valores de t que sdo raizes da equacao
acima. Logo,

—TE+VT2+1

Pi2tt—1=0=t=

2r+ A2 14
. -
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Método de Jacobi

Por outro lado, temos:

2
cos(20) 2—-s2 - 1-t
= cot(20) = = =< = =t +2tt—-1=0
T = cot(26) sen(20) 2¢s 26 2t T

onde f = tan(6).

Agora basta determinar os valores de t que sdo raizes da equacao
acima. Logo,

2T+ \/4’[2 T4 \/T

P42tt—1=0=t=

Multiplicando o numerador e denominador de t por T + /72 + 1:

1
TEHVT2+1

b=

Prof. Afonso Paiva (ICMC-USP) Método de Jacobi para Autovalores SME0305



Método de Jacobi Método de Jacobi

étodo de Jacobi

Computacionalmente, adotamos

1
v ' T20
- @)
1
T—V12+1 ,T<0

Note que escolhemos o sinal positivo ou negativo de modo a obter o
denominador de maior médulo. Assim, sempre teremos |f| < 1.

nso Paiva (ICMC-USP) Meétodo de Jacobi para Autovalores SME0305 25/ 33



Método de Jacobi Método de Jacobi

étodo de Jacobi

Computacionalmente, adotamos

1
v ' T20
- @)
1
T—V12+1 ,T<0

Note que escolhemos o sinal positivo ou negativo de modo a obter o
denominador de maior médulo. Assim, sempre teremos |f| < 1.

Finalmente, podemos calcular c e s através das equagdes abaixo:

(= —— e s =tc. (3)
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Critérios de Parada para os

Métodos de Francis e Jacobi

Dada uma tolérancia ¢ > 0 e k;;,c € IN. Temos os seguintes critérios de
parada:

o max;; {|a;|} <e
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Critérios de Parada para os

Métodos de Francis e Jacobi

Dada uma tolérancia ¢ > 0 e k;;,c € IN. Temos os seguintes critérios de
parada:

o max;; {|a;|} <e

@ off(A) < ¢ com

off(A) = \/ JAJZ - i(aﬁf
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Método de Jacobi Método de Jacobi

Implementacgao

V=1,
enquanto off (A) > ¢ faga
escolha (p,q) tal que |ap| = maxi<j {|a;j|};
calcule T pela Equacéo 1;
calcule f pela Equacdo 2;
calcule (c,s) pela Equagdo 3;
construa a matriz ] =R(p,q,0);
calcule A =JTAJ;
calcule V =V]J;
fim do enquanto
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Método d Método de Jacobi

Método de Jacobi - M AB

function [D,V] = rot_jac(A,tol)
n = size(A,1);
V = eye(n);
while sqrt(norm(A,’fro’)"2 - norm(diag(A))~2) > tol
[v,p] = max(triu(abs(A),1)); [v,q] = max(v); p = p(q);
if ( abs(A(p,q)) < eps)
c=1; s =0;
else
tau = (A(q,q)-A(p,p))/(2xA(p,q));
if (tau >= 0)
t = 1/(taut+sqrt(1+tau~2));
else
t = 1/(tau-sqrt(1+tau~2));

end
c = 1/sqrt(1+t72); s = tx*c;
end
J = eye(n); J(p,p) = c; J(p,q) =s; J(q,p) = -s; J(q,q9) = c;
A = J*Ax]J;
V = VxJ;

D = diag(A);
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Meétodo de Jacobi Meétodo de Jacobi

Exemplo

Dada a matriz

Calcule uma aproximagdo dos autovalores de A usando 4 iteragdes do
Método de Jacobi.
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Meétodo de Jacobi Meétodo de Jacobi

Exemplo

Dada a matriz

Calcule uma aproximagdo dos autovalores de A usando 4 iteragdes do
Método de Jacobi.

Solugao:
O maior elemento em valor absluto acima da diagonal de A = A; é
a3 = 3. Logo,

a3 —ap  6—5

~ 0.1667
2a23 6
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Meétodo de Jacobi Meétodo de Jacobi

Exemplo (continuagao)

Solugao:
Usando o valor 7, calculamos t = 0.8471, ¢ = 0.7630 e s

= 0.6464.
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Meétodo de Jacobi Meétodo de Jacobi

Exemplo (continuagao)
Solugao:
Usando o valor 1, calculamos t = 0.8471, ¢ = 0.7630 e s = 0.6464.

Definimos,

1.0000  0.0000 0.0000
Ji = 0.0000 0.7630 0.6464 | =
0.0000 —0.6464 0.7630

4.0000 1.5260 1.2928
A =J]AJ; = | 1.5260 2.4586 0.0000
1.2928 0.0000 8.5414
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Meétodo de Jacobi Meétodo de Jacobi

Exemplo (continuagao)

Solucao:

O maior elemento em valor absluto fora da diagonal de A, é
a1p = 1.5260.

Assim, T = —0.5050, t = —0.6153, ¢ = 0.8517 e s = —0.5240.

Definimos,
0.8517 —0.5240 0.0000

Jo= 05240 0.8517 0.0000 | =
0.0000  0.0000 1.0000

49387  0.0000 1.1011
As =JJAoJo = | 00000 15197 —0.6774
11011 —0.6774  8.5414
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Meétodo de Jacobi Meétodo de Jacobi

Exemplo (continuagao)

Solucao:

O maior elemento em valor absluto acima da diagonal de A3z é
a3 = 1.1011.

Assim, T = 1.6360, t = 0.2814, ¢ = 0.9626 e s = 0.2709.

Definimos,
0.9626 0.0000 0.2709

Js = 0.0000 1.0000 0.0000 | =
—0.2709 0.0000 0.9626

46611  0.1239  0.0000
Ay =J3Az)3= | 01239 15197 —0.6520
0.0000 —0.6520  8.8539
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Meétodo de Jacobi Meétodo de Jacobi

Exemplo (continuagao)

Solugdo:
O maior elemento em valor absluto acima da diagonal de A4 é
ay3 = —0.6520.

Assim, T = —5.6266, t = —0.0882, c = 0.9961 e s = 0.0879.

Definimos,
1.0000 0.0000 0.0000

Ja =] 0.0000 09961 —-0.0879 | =
0.0000 0.0879  0.9961

46228 0.1827 —0.0161
As=J]AJs= | 01239 14621 —0.0000
—0.0161 0.0000  8.9081

Portanto, os autovalores de A sdo aproximados por

{4.6228,1.462,8.9081} .
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