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Decomposicdo LU

Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, e Ay 0 menor principal k.
Se det(Ax) #0, para k =1,2,...,n — 1. Ent8o existe uma 0nica

matriz triangular inferior L e uma Gnica matriz triangular superior
U, tal que A= LU.
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Resolvendo um sistema linear

Resolver o sistema linear Ax = b, é equivalente a resolver os
sistemas Ly = b e Ux = y consecutivamente, onde y é um vetor

temporario.
1 O ¥ by
substituicio [ b1 1 V2 by
progressiva : : B
/nl In2 1 Yn b"
uin U2 - U1p X1 b4
substituicdo un Uzp X2 y2
regressiva . : B :
O Upn Xn Yn
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Resolvendo um sistema linear

@ Pseudo-code

o Substituicdo Progressiva

i—1
bi — 21 ljyi

yi=—"
= =
lii
e Substituicio Regressiva
n
b,‘ — Z Ui X;
Jj=i+1
Xj =
uji
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Substituicdo Progressiva

% Algoritmo de substituicoes progressivas para resolver Ly=b
% Input: Matriz quadrada triangular inferior L e vetor b.
% Output: Vetor solucao y.

function y = forwsub(L,b)
n = length(b);
y = zeros(n,1);
for i=1:n
y(i) = (b(i)-L(i,1:i-1)*y(1:i-1,1)) /L(i,i);

end
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Substituicdo Regressiva

% Algoritmo de substituicoes regressivas para resolver Ux=y
% Input: Matriz quadrada triangular superior U e vetor y.
% Output: Vetor solucao x.

function x = backsub(U,y)
n = length(y);
x = zeros(n,1);
for i=n:-1:1
dx(i) = (y(i)-U(i,i+1:n)*x(i+1:n,1)) /U(i,i);
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Ordem de complexidade

Substituicdo Progressiva: n? flops
Substituicio Regressiva: n? flops

Decomposicdo LU: 3n® flops

Decomposicido de Cholesky: 3n3 flops
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Decomposicdo LU

@ Pseudo-code

i—1
uj = aj — E /,-kukj
k=1

j—1
aij — > liku
/" _ k:].
u— ..
jj
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Decomposicdo LU

% Decomposicao LU sem pivoteamento
% Input: Matriz quadrada A(nxn).
% Output: Matrizes triangulares inferior L e superior U de A = LU.
function [L,U]=ludecomp(A)
n=size(A,1);
L=eye(n); U=zeros(n);
for k=1:n
for j=k:n
U(k,j)=A(k,j)-L(k,1:k-1)*U(1:k-1,j);
end
for i=k+1:n
L(i,k)=(A(i,k)-L(i,1:k-1)*U(1:k-1,k))/U(k,k);
end
end
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Decomposicdo LU

% Resolver sistema Ax = b, usando decomposi¢cdo LU
% Input: Matriz quadrada A e vetor b.
% Output: Vetor solucéo x.

function x = resolve lu(A,b)
[L,U] = ludecomp(A);

y = forwsub(L,b);

x = backsub(U,y);

Solucdo de Sistemas Lineares: Métodos Diretos



Decomposicdo LU

Seja:

5 2 1
A=13 1 4
113

@ Verificar se A satisfaz as condices de decomposicido LU.

@ Decompor Aem LU.

© Calcular o determinante de A usando a decomposicio obtida.
Q Resolver o sistema linear Ax = b, onde b= (0, -7, —5)".
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Decomposicdo LU

@ Verificando que A satisfaz as condices de decomposicdo LU.
det(A;) =5#0e det(A)=-1#0
Logo, A satisfaz as condicdes da decomposi¢do LU.

1 5 2 1
tu=1| 355 1 ~1/5 17/5
1/5 -3 1 13

© det(A) =det(LU) =1 (detU) = —13
@ Para obter a solucdo do sistema linear Ax = b, devemos

resolver dois sistemas lineares triangulares:
Ly=be Ux=y.
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Decomposicdo de Cholesky

Corolario

Se A é simétrica, positiva definda, entdo A pode ser decomposta
unicamente no produto HH®, onde H é matriz triangular inferior
com elementos diagonais positivos.

di1 d12 413 - din
dp1 dyp d3 - d2p
A= | a1 a3 a3 -+ asz
dnl dp2 dan3 dnpn
hi1 O hi1 hai h3r -+ hm
ha1 hao hao  hzgy -+ hp
HHt = | hs1 hs2 hs3 hsz -+ hp
hnl hn2 hn3 e hnn O hnn
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Decomposicdo de Cholesky

@ Pseudo-code
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Decomposicdo de Cholesky

% Decomposicao de Cholesky
% Input: Matriz simetrica e positiva definida A(nxn)
% Output: Matriz de triangular inferior H

function H = choldecomp(A)

n = size(A1);
H = tril(A);
for k=1:n-1

H(k,k) = sqrt(H(k,k));
H(k+1:n,k) = H(k+1:nk)/H(k.k);
for j=k+1:n
Hmi) = HGnHGn K HK)
en

end
H(n,n) = sqrt(H(n,n));
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Decomposicdo de Cholesky

% Resolver sistema Ax = b, usando Decomposi¢do de Cholesky
% Input: Matriz quadrada A e vetor b.
% Output: Vetor solucéo x.

function x = resolve chol(A,b)
H = choldecomp(A);

y = forwsub(H,b);

x = backsub(H',y);
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Decomposicdo de Cholesky

Seja:
4 2 —4
A= 2 10 4
4 4 9

© Verificar se A satisfaz as condi¢des do método de Cholesky.
@ Decompor A em HH!.

© Calcular o determinante de A usando a decomposicio obtida.
O Resolver o sistema linear Ax = b, onde b = (0,6,5)".
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Decomposicdo de Cholesky

© A matriz A é simétrica. Verificando se é positiva definida.
det(A;) =4 >0, det(A;)=36>0, det(As)=236> 0.
Logo, A satisfaz as condicdes da decomposicio HH!.

2]
2 0O
H = 13
-2 2 1

9 det(A) = det(HHt) = (det H)2 = (h11h22h33)2 =
(2 x 3 x1)%=36.
@ Para obter a solucdo do sistema linear Ax = b, devemos

resolver dois sistemas lineares triangulares:
Hy = be Hix = y.
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Eliminacdo de Gauss

o Passar de Ax = b para Ax = b usando o algoritmo:

(k)
Al(kﬂ) — Agk) — m,-kAS(k), com mj = %
Ak
k=1,..,n-1
i=k+1,....n

onde A é uma matriz triangular superior.

@ Resolver Ax = b usando o algoritmo de substituicio regressiva:

n
Xk = bk — Z 5ijj /§kk, k= n,..., 1
J=K+1
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Eliminacdo de Gauss

% Resolver sistema Ax = b, usando Eliminacao de Gauss
% Input: Matriz quadrada A e vetor b.

% Output: Vetor solucdo x.

function x=eliminacao _gauss(A,b)

n=size(A,1);
for k=1:n-1
for i=k+1:n
m = AGK)/A(kK

end

x = backsub(A,b);
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Exemplol:

Resolver, usando o método de Eliminacdo de Gauss, o sistema
linear:

61 + 20 — x3 = T
2x; + 4x + x3
3x1 + 2x% 4+ 8x3 = 13

Il

\‘
—

—
~—
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Exemplol:

Resolver, usando o método de Eliminacdo de Gauss, o sistema

linear:
61 + 20 — x3 = T
2x1 + 4 + x3 = 7 (1)
3x1 + 2x% 4+ 8x3 = 13
Cuja solucido é
1
1 (2)
1
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Exemplo2:

Resolver, usando o método de Eliminacdo de Gauss, o sistema

linear:
10718 1
A_( 1 1) 3)
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Eliminacdo de Gauss com pivoteamento

@ Pseudo-code

Encontrar pivo

(k) (k)
a /| = max |a:
Trocar linhas
Ly «+— Lp

Fazer Eliminacido de Gauss
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Eliminacdo de Gauss com pivoteamento

function x = eliminacao_gauss pivo(A,b)
[m,n] = size(A);
Ab = [A b];

for k=1:n-1
%parte do pivoteamento
[~,p] = max(abs(Ab(k:n,k)));
p = p+k-1;
ifp~=k
% pivoteamento das linhas
Ab([k,p].:) = Ab([p.k].:)
end
for i=k+1:n
m = Ab(i,k)/Ab(k,k);
Ab(i,k:end) = Ab(i,k:end)-m*Ab(k,k:end);
end
end

x = backsub(Ab(:,1:n),Ab(:,end));



Exemplo2:

Resolver, usando o método de Eliminacdo de Gauss, o sistema

linear:
10718 1
A_( 1 1) (6)
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