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Mecénica dos Fluidos Computacional

m A Mecénica dos Fluidos ¢ a ciéncia que estuda o comportamento
dos fluidos.
m Este estudo é feito de trés formas:
m Experimental: Fenomenos fisicos estudados em ambientes
controlados.
m Tedrico: Obtencdo de solugdes simplificadas as equagdes de
modelo.
m Numérico: Utilizar o auxilio do computador.
m Neste curso estudaremos a utilizacdo do computador na resolugao
de vérios problemas de mecanica dos fluidos.
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Breve historico

m Desde os primoérdios de nossa civilizagdo, o ser humano se
interessa pelo movimento dos fluidos (ventos, rios, clima, etc.)

m Arquimedes (287-212 a.C.): planejamento de aquedutos, canais,
casas de banho, etc.

m Leonardo da Vinci (1452-1519): observou e reportou varios

fendmenos, reconhecendo sua forma e estrutura, reportando-os na
esquemas.
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Breve histérico

m Isaac Newton (1643-1727): Muitas
contribui¢des a mecanica dos fluidos

m Suasegundalei: F =m-a

m Viscosidade: A tensdo é proporcional a
taxa de deformagao.
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Breve historico

m Daniel Bernoulli (1700-1782): Equacédo de
Bernoulli.

m Leonhard Euler (1707-1783): Equagdes de
Euler para escoamento inviscido,
conservagdo de quantidade de movimento,
conservacdo de massa, potencial de
velocidade.
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Breve historico

m Claude Louis Marie Henry Navier
(1785-1836)

m Gabriel Stokes (1819-1903)

m Introduziram transporte viscoso as
equagdes de Euler, resultando nas equagdes
de Navier-Stokes para escoamentos
incompressiveis
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Breve historico

m Lewis Fry Richardson (1881-1953): desenvolveu o primeiro
método numérico para previsdo do tempo (escoamento
atmosférico)

m Sua tentativa de calcular a previsdo do tempo para um periodo de

8 horas lhe tomou 6 semanas de céalculos, e foi um fracasso.
m Forecast-factory

£ DA
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Mecénica dos fluidos computacional

m Solugdes numéricas das equagdes de Navier-Stokes demandam
muitos calculos.
(em 1953, M. Kawaguti calculou a solucdo de um escoamento em
torno de um cilindro, levou 18 meses trabalhando 20 horas por
semana).

m A evolugdo da computagdo beneficia diretamente a drea.

m Hoje, com o advento dos supercomputadores, é possivel resolver
escoamentos complexos com precisdo em tempo factivel.
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Objetivo da disciplina

m Mostrar como, utilizando a modelagem matematica e o célculo
numérico, é possivel resolver problemas de mecanica de fluidos
cuja resolucdo analitica é impossivel.
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Metodologia

Cada capitulo do curso serd resolvido um problema.

A modelagem fisica e matematica serd desenvolvida pelo
professor.

O professor sugerird um ou vdrios tratamentos numéricos, e os
explicard detalhadamente.

Os estudantes, em grupos de 2, implementardo um programa
para cada problema.

Os programas serao testados e comparados.

m Um estudante escolhido aleatoriamente de cada grupo realizaré
uma apresentacdo de quinze minutos. Os slides serdo
considerados como relatério do grupo.

m A nota final serd calculada a partir das notas obtidas em cada
trabalho, sendo que todos os capitulos devem ser aprovados.
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Capitulos

Célculo de forgas e torques em hidrostatica. Dindmica de corpos
rigidos flutuantes e seu calculo numérico.

Aproximacdo numérica de interfaces com tensao superficial.
Minimizagao da energia e aproximagdo variacional.

Modelagem numérica de redes hidraulicas. Origem e tratamento
das nao-linearidades.

Resolugdo numérica das equagdes de Navier-Stokes
incompressiveis. Convergéncia em malha a uma solugdo
manufaturada.
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Técnicas numéricas envolvidas em cada capitulo

Parametrizagdo de formas. Interpolagdo. Integracdo numérica.
EDOs numéricas.

EDOs numéricas. Minimizag¢ao de fungoes.

Grafos e sua representacdo computacional. Resolugdo de sistemas
de equagdes ndo lineares.

Diferengas finitas. Volumes finitos. Aproximagdo numérica de
EDPs. Célculo experimental de ordem de convergéncia.
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Tecnologias relacionadas com cada capitulo

Engenharia civil. Forcas em represas, em prédios, etc. Engenharia
naval. Estabilidade de estruturas flutuantes, navios, etc.

Industria quimica. Pintura por imersédo, por deposicdo de sprays.
Impressdo de jato de tinta. Industria do petréleo. Separagado de
misturas. Misturas bifésicas.

Engenharia hidrdulica. Distribuicdo urbana de dgua.

Microfluidica. Lab on a chip. Incorporando turbuléncia numérica
(que ndo veremos): Meteorologia, Oceanografia, Indastria
automotiva, etc.
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Duracdo estimada de cada capitulo

Célculo de forgas e torques em hidrostatica. Dindmica de corpos
rigidos flutuantes e seu calculo numérico. = 3 semanas

Aproximagdo numérica de interfaces com tensdo superficial.
Minimizagdo da energia e aproximagdo variacional. = 4
semanas

A Modelagem numérica de redes hidrdulicas. Origem e tratamento
das ndo-linearidades. = 3 semanas

Resolugdo numéricas das equagdes de Navier-Stokes
incompressiveis. Convergéncia em malha a uma solugao
manufaturada. = 4 semanas
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Observacoes

Essa disciplina é direcionada a alunos do BMACC, com menos
formacdo em fisica e fluidos que alunos de engenharia ou fisica.
Em cada capitulo sera feita uma revisdo rigorosa mas rapida dos
conceitos de mecanica que sejam necessarios.

m Se espera que os estudantes tenham familiaridade com o célculo
numérico. Os conceitos usados serdo definidos mas ndo
fundamentados teoricamente.

m E necessdrio saber programar. As aulas conterdo exemplos de
implementacdo em Octave.

m Seria conveniente ter acesso a uma notebook por grupo.

m Cada capitulo envolverd 2 ou 3 aulas de trabalho em sala,
consultando ao professor e/ou ao PAE.

m Haver4 sessdoes de monitoria em laboratdrio. Definir dia e horario.
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Capitulo 1

Simulacao numérica de corpos em flutuagao
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m Navios

Exemplos
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Fig. 10. (a)-(d) Snapshots of the pitch motion of a ship, (¢) the magnitude
of the pitch motion at each time step.

1
1Ueng, J. Marine Sci. and Technol., 2013
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wave direction

Exemplos

-

‘Wave height at G (meters)
2
) Time =0

(b) Time =2

(c) Time =4

2 4 6 Time (sec.)
(e) Motion magnitudes
Fig. 11. (a)-(d) Snapshots of the wave-induced motions, (e) the
(d) Time = 6 height at G and the magnitudes motion at each time step.
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m Estruturas

Fig. 4 Nordhordland Floating Bridge, Fig. 5 West India Quay Footbridge,
Norway United Kingdom 2

2Wafanabe et al, CORE Rep. 2004-02
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Fig. 9. Shirashima Floating Oil Storage  Fig. 10 Kamigoto Floating Oil Storage
Base, Japan (Photo courtesy of Base, Nagasaki Prefecture, fapan
Shirashima Oil Storage Co Ltd)
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Exemplos

Fig. 13 Concept Design of a Clean Energy Plant
by Floating Structure Association of Japan
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Fig. 15 Mega-Float in Tokyo Bay,
Japan (Photo courtesy of SRCJ)
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Exemplos

Figure 26- Sstab evaluation of flooding using
measured drafts.
3

Coelho et al, 8th Conf. Stab. Ships and Ocean Vesicles, 2003
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Como flutuam os corpos?

m Equilibrio dindmico entre:
m Peso préprio
m Forcas exercidas pelo liquido
m Forgas exercidas pela atmosfera (vento)
m Forgas externas (ancoras,...)
d%¢ o dL .
— =) F, — =T
oLt Gtk
ondecéa _Posigéo do centro de massa, ja forca, [ momento
angular e T torque (ambos respeito de ¢).

M

m O corpo deforma pelas forgas aplicadas.
m Os fluidos respondem a presenca do corpo.
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Descri¢do geométrica do corpo

malha, etc.

m Existem diversas maneiras: Primitivas, interpolatérias com/sem
m Consideraremos a seguinte:

transformacéo ¢ : M — R¥.

m A superficie S do corpo é a unido disjunta de um conjunto de
patches, cada um deles sendo a imagem de um simplice M por uma

S = Uk ¢k (M)
m A geometria de cada patch é definida por um conjunto de nés.
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Representacdo linear por partes em 2D

Q)

X2

=1

X1

Lista de pontos:

(1) (1)

X1 X
x§2) x§2)
xgn) xén)
x§n+1) x§n+1)
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Representacdo linear por partes em 2D

20
X(¢) X sy oo L= 8o 1 g
X(g) - (PKZZ(C) - 2 X+ 2 X s
7 x) geM=[-1,1]
',’I A imagem de @; é o segmento reto de ¥() a ¥(+1)

2017
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Representacdo linear por partes em 2D

m Célculo do Jacobiano (comprimento de

arco):
=== a3 7(i41) 700
— _‘(Z) = X ey —_ ey
X(C) X ds |dx| ‘ déHdC 5 dC
k S(i+1) m Célculo da normal (anti-horaria):
1
! 5 4ol 2(i11) _ 3() 5 (d2,—d1)
4]l
Ambos constantes em cada patch.
2017
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Integracdo em &

Seja f uma funcio definida em R?, entdo

/S F(F)dS = ; /(P o[4S
= DfSEE ™

fiN

f(g) Jacobiano de @k
m A integral de curva/superficie transformou-se numa soma de

integrais sobre um tinico simplice M.

m Em 1D, certamente escolhemos M = [—1,1].

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecénica de Fluidos Computacional I 2017 30/ 216



Exercicio

m Dados trés pontos arbitrarios em 3D, com coordenadas 1) (2 e

¥(®), determinar uma transformacéo @ : M — R® que transforme o
tridangulo unitario M (com vértices (0,0), (1,0) e (0,1)) no
tridngulo plano definido pelos trés pontos.

m Quanto vale o Jacobiano dessa transformacao?
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Integracdo em &, caso 1D

Nos célculos, vao aparecer muitas integrais da forma

/f?cds Z/f dc .
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Quadratura de Gauss-Legendre
Existe uma quadratura

1 N
| 8@de= Y Az
= k=1

que integra exatamente polindmios de grau 2N — 1. Se esperamos que
a fungdo a integrar seja aproximavel por um polindmio desse grau,
escolhemos:

N=2 N=3
— — & =—v3/5 A1 =5/9

b= 1/V3 Ay=1 &= 3/5 A3=5/9
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Integracdo em &, numérica

~———
8(¢)
N ds
~ Y Y A Jl k) i
Kt

A seguir, alguns exemplos de célculos de integrais sobre superficies
“numeéricas”.
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Calculo do volume (2D) encerrado em &

V:/ 1dxdy
0
1.
:/ — divX dx dy
a2
-4 s iids
S

Il
]
MZ N |

1 ds
Ay = X -1 =5 (Gr)
L5 iz

1

Indeed, if the geometrical interpolation is IP1, then for each K we have

that ¥(¢) is IP; while 7 and ds/d¢ are constant in each segment (in fact,
ds/d¢ = lx/?2).

The integrand is thus IP, so that N = 1 suffices to compute the volume
to roundoff error.
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Célculo do centro de massa de um poligono

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)

homogéneo

-7) xq ds

X-1) xpds

=
—
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—
R
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Célculo do empuxo hidrostético

m A forga de pressdo por unidade de drea que um meio fluido faz
sobre um corpo que ocupa um dominio () é dada por

fo=—p,ii.
A forga total é obtida por integracdo em S,
Fo= [ —piids.
P s p

m Se o fluido estd imével (estatico), a tinica forga é a de pressdo. Se
ndo, devem ser consideradas também as forcas viscosas.
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m Considerando a superficie libre do fluido num instante t como
sendo
xp =Z(t,x1), (x3 = Z(t,x1,x2) em 3D),

a aproximagao de pressao hidrostatica é
p(t,x1,%2) = Parm(t, 1) + p1 & max(0, Z(t, x1) — x2)

m Em geral se toma p,s, independente de ¥.

m Caso estético: Z(t,x1) = constante.

m Enchimento/esvaziamento quasestético: Z(t,x1) = h(t).
m Onda de celeridade v:

Z(t,x1) =h(x—vt), eg; Z(t,x1)=ho+asin(k(x; —vt)).
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Caso estatico

X2 \ _/
= \ = . =

% m/ FA - / —Patmn ds = _Patm/ 7i ds
= N St St

= E :/ _p(R)ii ds

— s

= ANG

)

= / — [Patm + pr8(z — x2)] 7i ds
S_

= _patm/ ﬁds—pLg/ (Z—XZ)ﬁ ds

=Fo+F = —putm/ ﬁds—putm/ ﬁds—pLg/ (z —xp)7i ds
S+ 5_ S_
0

nds — pLg/ (z—xp)7i ds
s4Us_ S_

!
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Caso estatico

m Como puty nd0 tem influéncia no balango de forcas, pode-se
definir pym = 0.

m Principio de Arquimedes: No caso estdtico o empuxo é igual ao peso
do liquido deslocado, e de sentido contrério.

m Se Z ou pun dependem de x1, 0 empuxo tem componente
horizontal.
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Exercicio

m Programe uma funcdo que, a partir da matriz de coordenadas
coor de um poligono e da fungdo Z(t, x1 ), calcule o empuxo do
liquido sobre o corpo.

m Grafique as componentes horizontal e vertical do empuxo como
funcdo do tempo.

m Considere Z(t,x1) = t, e outra fungdo que represente uma onda
que passa pela posi¢ao do corpo.
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Discussao do exercicio

A partir dos conceitos desenvolvidos, uma formulagdo razoavel seria:

m Seja x; a componente j do vetor de coordenadas do né i, com
i=1,...,N. Isto poderia ser uma matriz coor(1:n,1:2) em que
cada linha é o vetor (linha) posicdo de um né. Por exemplo,

n=4; coor=[0 0;1 0;1 2;0 2];
coor=[coor; [coor(1l,:)]1];

constroi o retangulo (0,1) x (0,2)
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m A regra de quadratura poderia ser
N=3; xi=[-sqrt(3/5),0,sqrt(3/5)];A=[5/9,8/9,5/9]1;

m Pesos interpolatorios (1 —¢)/2e (14 ¢)/2):
pint=[(1-x1)/2; (1+xi)/2];
m Imagens dos pontos de quadratura no segmento (“patch”) i
for k=1:N
x(1,k)=pint (1,k)*coor(i,1)+pint(2,k)*coor(i+1,1);
x(2,k)=pint (1,k)*coor(i,2)+pint(2,k)*coor(i+1,2);
endfor

m Os Jacobianos e vetores normais:

d=[coor(2:n+1,:)-coor(l:n,:)];1l=norm(d, "rows");jac=11/2;

normal=[d(:,2)./11,-d(:,1)./11]
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m Integral da funcdo f = 1 (perimetro):
perim=0;
for i=1:n
perim=perim+Axones(N,1)*jac(i);
endfor
m Integral de funcdo arbitraria:
f=0(x) x(1)*x(2);
res=0;
for i=1:n
for k=1:N
x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;
res=res+A(k)*f (x)*jac(i);
endfor
endfor
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m Integral da normal (= 0):
res=[0;0];
for i=1:n
for k=1:N
res=res+A(k)*normal (i,:)’*jac(i);
endfor
endfor
m Integral de %56 - 11 (=volume):
res=0;
for i=1:n
for k=1:N
x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;
res=res+A(k)*1/2*normal (i,1:2)*x*jac(i);
endfor
endfor
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m Empuxo:

Z=0@(t,x1) 1.5;

p=0(t,x) max(0,Z(t,x(1))-x(2));

t=0;

res=[0;0];

for i=1:n
for k=1:N
x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;
res=res+A(k)*normal (i,1:2) ’*(-p(t,x))*jac(i);
endfor

endfor

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 46 / 216



Erros de integracao

X2 o ¥S+ {
~ m A func¢do p(t,X) ndo é um polinémio
ao longo das arestas cortadas pela
o superficie libre. Isto, no caso de
NS corpos com arestas muito compridas,
requer uma integracdo especial.
X1

-
-
-

y2(¢) =0 y2(¢) =0
’éiﬂ)

4 4
4 y 7
1 7
4 4

4 4
’ '
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m Consideremos o quadrildtero defido pelos pontos (1,0), (2,0),
(3,2) e (0,2). Seu empuxo (Arquimedes) é, em fung¢do da altura
da dgua, E(z) = pgz(1+z/2).

m Na figura se compara o erro relativo de usar quadratura de Gauss
de 3 pontos, com o de quadraturas de 20 e 50 pontos.

uuuuuuu

sssssss

~
0

\
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Célculo do torque de pressao

m O torque é a quantidade que governa as rotagdes, assim como a
forca governa as translagdes.

m Euma quantidade vetorial (pseudo), mas em 2D é escalar.

Tp = / (F—7) x (—p(R)7i) dS
S
m O torque é medido respeito de um centro de rotagio, nesse caso c.

m Quando o centro de rotagdo coincide com o centro de massa, a
dinamica rotacional é dada por [ «w'(t) = T.
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m Torque:

Z=0(t,x1) 1.+exp(-(x1-0.1%t+3)"2/0.16);
p=0(t,x) max(0,Z(t,x(1))-x(2));
t=0; res=0;
for i=1:n

for k=1:N

x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;

ff=(x(1)-cg(1))*normal (i,2)-(x(2)-cg(2))*normal (i, 1);

res=res+A (k) *ff* (-p(t,x))*jac(i);

endfor

endfor
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Erro de integragao

m Consideremos o quadrildtero defido pelos pontos (1,0), (2,0),
(3,2) e (0,2). Calculamos o torque respeito de ¢ quando passa a
onda

Z(t,x1) =1+exp (— (x1 +3—-0.1t)%) .

sssssss
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BN
Onda mais ingreme,
Z(tx1) =1+exp <

- (x1+3-0.1¢)

0.42 > |

. | ‘
B “ 0 En |
<O «Fr «=Er «Er» E QO




Onda ainda mais ingreme,

(X1 +3-0.1 t)2>

Z(t,x1) =1+exp (— 012

Gauss 3 pontos
50 pantos

O método misto também da resultado errado, porque a integragdo de 3
pontos ndo consegue capturar a onda.
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Complementemos vendo o empuxo para essa tiltima onda.

Fi1)
Fi2)

30 10 so &0
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Corpo rigido

Definicdo (Corpo rigido)
Um corpo Q) é dito rigido se, quando submetido a um movimento, as
distdncias entre seus pontos ndo variam.

Para conseguir descrever o movimento de corpos rigidos, usaremos
uma transformacgdo
#:R*xR — R?
X— ¢(x,t)
onde X é tomado em uma configuracao de referéncia de Q e §(%,t) é a

posicdo ocupada no tempo t pela particula do corpo que na
configuragao de referéncia esta no ponto X.

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 55 /216



Corpo rigido
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X3

X2

X1

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)

Mecénica de Fluidos Computacional I

Exemplo

Rotacdo em torno do eixo x; de um cubo
deslocado em x3 = 2, por um angulo 6(t).

A configuracdo de referéncia do cubo per-
manece na origem.

P 1) =
1 0 0 X1
0 cosf(t) —senb(t) X7
0 senf(t) cosH(t) x3 42
[m] = = =
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Movimentos rigidos

Teorema (Representacdo do movimento)
Uma transformagio ¥ v+ (%) satisfaz
=7l = $() — ¢ @)
se e somente se existe uma matriz ortogonal Q € R¥*% e um vetor bR
tais que

—

P(X)=Q-%+5b
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Movimentos rigidos

Teorema (Representacdo do movimento)
Uma transformagio ¥ v+ (%) satisfaz
1% =7l = 1$(@) — $@)|

se e somente se existe uma matriz ortogonal Q € R¥*? e um vetor b € R?
tais que

(X)) =Q -F+b

Definicao (Movimento rigido)

Sdo transformagdes da forma
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Movimentos rigidos

$(6,b2) = Q(0) - QUE—7C) +b

Transformagao rigida que rota o corpo um angulo 6 e leva o centro ¢ a

posicdo b = (0,b,).
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Transformacgado das coordenadas dos nés

Lembremos que
P(X) = Qo (X—7) +1b
onde X pertence a configuragdo de referéncia (coor0).

n=4; coor0=[1 0;2 0;3 2;0 2];
coor0=[coor0; [coor0(1,:)]1];
cg=[1.5;0.5];
theta=60%* (2xpi/360) ;b=[0;0];
qq=[cos(theta) -sin(theta);sin(theta) cos(theta)];
for i=1:n+1
coor (i, :)=(qg*(coor0(i,:)’-cg)+b)’;
endfor

Assim, podemos estudar empuxo e torque em diversas posicoes do
corpo.
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Projeto: Parte I - Estética

Consideramos um corpo bidimensional homogéneo cuja geometria é
dada por um vetor de coordenadas coor0(n,2) e cuja densidade é rho
(a densidade da agua é 1, assim como a gravidade). O centro de massa
estd sempre em x; = 0, mas o corpo pode rotacionar e movimentar
verticalmente. A superficie livre é horizontal (x, = 0).

Programe um cédigo que, para cada valor de rho, construa um
gréfico do torque T como fung¢do do dngulo theta. A posi¢do
vertical para cada angulo deve ser tal que o empuxo equilibre ao
peso.

Identifique assim as posi¢des de equilibrio para cada rho e analise
sua estabilidade.
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Dinamica

m Particula de massa m, posigdo X, forca aplicada total L.
® Momento linear: p = m% = m

dx
dat’
?x dp -
m Segunda lei de Newton: m U _F
at  dt
m Energia cinética: K = g 13|12

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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® Momento de uma forga (torque) em X respeito de 0:

T=%xF

=

m Momento respeito de um eixo pela origem de direcdo é: T, = ¢ - T.
m Momento angular respeito de 0:

L=%xp=%x (md)

m Conservacdo do momento angular:

dL _ di g = =
i dtxp—i—xxdt XXF=T

=0
que é simplesmente uma re-escrita de F = ma.
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k momento f)’k = my 7.

m Particula k, massa my, posigdo X
m Forga (externa + inter-particulas):
2k _ 7k Pi—k
FF=F + Z:F]_>
j#k

m Forca total, momento linear total:

?=z<?’s+z?’”") -YFE, =L

k 7k k k

m Conservacdo do momento linear (segunda lei para varias
particulas):

d_) d_’k = = =
s -r(repr) -7
j#k
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m Massa total: M = Y my.
m Centro de massa:

zzAlA;mkxk —)Al/l/ﬂp%dﬂ
m Entao,

dac dze -
i Magp=*t

p=M
o centro de massa se comporta como uma particula pontual.
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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® Momento angular total, torque total:
L= ZLk Zx x 7, T:kaxﬁlg
k

m Conservacdo do momento angular:

dL 2k 2k ik
dt ; ar — X\ e P
j#k
_ Y #Ex B+ (R DE) = T
k k j#k
—0!
m Essa equagdo é agora independente da conservacao do momento

linear.
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Equagdes dindmicas de corpo rigido

m Um conjunto de particulas deve satisfazer as 6 EDOs (3 em 2D)

dp
dt
dL
dat

F

T

m Se o conjunto é rigido, ele tem coincidentemente 6 graus de

liberdade apenas (3 em 2D).

m Felizmente, as 6 EDOs determinam totalmente os 6 graus de

liberdade! As equagdes dindmicas sdo um sistema fechado.

m Apenas devemos trabalhar um pouco mais para levar a forma

final...
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Momento angular de corpo rigido

m Movimento rigido:

(1) = p(X5 ) = Q(X* +b(r), X =Q(n)"(F () —b(t))
m Velocidade:

_ dQ dQ = 2
9(1) = X = T2 (0 Q@ (1) - b))

E QN =T = dt Q QT ¢ antissimétrica.

o d dQ Q" dQ Q
0= 4100 = Qg1 o~ Qg1 (Vgr)’

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 68 /216



m Produto com matrizes antissimétricas é equivalente a produto
vetorial por (pseudo)vetor.

0 —w3 Wy z1 1 J k
A@D)Z = w3 0 —wq Zy | =| w wy ws |=&xZ
—wy w1 0 Z3 | Zn Z3

m No caso 2D, simplesmente tomar & = w R, e A= ( g W )

m () = & () x (F(t) - b(t)) = @(t) x (1) + V()
Onde V é a velocidade da particula atualmente em 0.

m Notar que, sendo A(@) = %?QT/

Q_4

Em 2D isto é simplesmente % = w.
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m Substituindo,

L=Y ¥ xmV+Y m# x (&x7)
k k

0 primeiro termo € zero se tomamos momentos respeito de ¢(t).

m Utilizando@ x (b x¢) = (@-¢)b— (@-b)¢,

L= [;mk(ua?kyzn—xk(fckf)] @ — [/QP(HR’HZII—J??T) dQ} @

J
m J é o tensor (matriz) de inércia angular.
o 7 . 5 . aJ
lT:d—%:%(jw):j"fi—‘f—&—wx(jwl <dt—0em2D>

0em 2D
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Equacgdes finais em 2D

=L Al
N TLE <t

Q‘»—\ g‘H
~ !

T

T

m J = [qp(x] +2x3) dQ°, pre-calculado, independente do tempo.

= Forgas totais = Peso + Empuxo + “Amortecimento” (= —BV, onde
B poderia ser matriz diagonal)

m Torque total = Torque liquido + “Amortecimento” (= —yw)

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Projeto: Parte II - Dindmica

Consideramos o mesmo corpo da Parte I. A posicao inicial é dada por
¢(0) e 6(0), a velocidade inicial é nula. Pede-se um c6digo que resolva
a dinamica com a superficie dada por uma fungado Z(xy, t) arbitraria.

Calculamos resposta a perturbagdes nos equilibrios calculados na
parte I, com Z(x1,t) = 0. Ajustar B e y para que o sistema seja
levemente amortecido.

Calculamos resposta a uma onda cuja frequéncia seja
menor/parecida/maior que as frequéncias de oscilagdo do
sistema (ponto anterior).
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Equacdes finais em 3D

m No caso 2D a orientagdo era um angulo 6(¢). Em 3D ela é dada

pela matriz Q(t).

m No caso 2D o tensor J é um numero constante. Em 3D é uma
matriz que varia com a orientagdo. Se Jy é o momento de inércia
na posigdo de referéncia,

J(t) = Q) HoQt)',

S
SO ol

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Observacoes

m Os graus de liberdade de rotagdo sdo 3, porém estamos
representando as rotacdes com uma matriz ortogonal (9
incégnitas!).

m O sistema depende fortemente de Q(t) ser ortogonal para todo .

m Exercicio: Prove que, se Q satisfaz dQ/dt = A(t)Q(t) com A(t)
antissimétrica, e Q(0) é ortogonal, entdo Q(t) é ortogonal V t.

m Quando se utiliza resolu¢do numérica, a matriz Q perde
ortogonalidade por erro de aproximacao!

m Exercicio: Provar que a aproximacao de Euler
Qn+1 = Qn + AtA, Qy faz que Q,, 1 ndo seja ortogonal, de fato

Qn+1Q;L-1 =1I- (AtAn)Z .
m Ambas dificuldades acima levam a preferir os quatérnions.
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Quatérnions

Quatérnions sdo uma melhor representacdo das rotagdes do que
matrizes.

m Um quatérnion é um par escalar-vetor g = [s, 7] cuja multiplicagdo
é definida como

[s,D][r,ii] = [sr—T-U,su+rv+7 x i

*

Conjugagdo: g* = [s, —0]. Também: (pq)* = g% p*.

Norma: [|q||* = q4* = s* + ||7]]*.
Inversa: g1 = g*/||q]|%.
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m Uma rotagdo de angulo 6 em torno de uma diregdo unitdria i é
representada pelo quatérnion unitdrio

o, . 0. . 0 .2, 00
Gom = lcos(y),sin(2) ), Ilg] = cos(5) +sin?(2) )P = 1

m Rotagdo de vetores: x = [0,X] = gxq* = [0,Qp; X]
m Composicao de rotagdes:

0,5] = [0,Q(7)Q(P)X] = [0,5] =4qp[0,X]p"q
Isto ¢, Q(gp) = Q(9)Q(p)-

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 76 / 216



® A matriz associada a um quatérnion unitério g = [s, 7] é

1—-205—205 20103 —250v3 20103 +2502
Q@) =1 2v1v2+ 2503 1—20%—20% 20,03 — 257
20103 — 250, 20p03+2sv; 1—203 —203

m Em termos de quatérnions, a equagdo Q'(t) = A(@(t)) Q(f) se
reescreve

jlg _ % 0,@(t)] q(t)
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WP

¢ v 110,Q(4) 75 Q)" L] ¢
dlq|_| lo@lq | _| 2™ 0
at | P F S
I 7 i
7

m Representam a mesma fisica com menos incégnitas (13 em vez de
18).

m Sempre que g se mantenha unitdrio, ndo ha problema de Q(g)
deixar de ser matriz ortogonal (conveniéncia numeérica).

Q>

o = = = DA C
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecénica de Fluidos Computacional I 2017 78 / 216



O sistema é assim transformado em

y(t) =f(ty#),  ondey=(¢qp L)

Normalizar q.

Calcular V = /M.

De g, calcular Q(gq) (férmula matriz associada).

Calcular 7! = Q(9)J, 'Q(4)". Notar que J;* foi pre-calculado

Nno comego.
Calcular @ = J L.

@ Calcular F e T, fungdes de t e y.
flty) = (V,300,&)9,F, T)".

m D. Baraff. An introduction to physically based modeling. SIGGRAPH'97
Course Notes.

m M. Mason. Mechanics of Manipulation, 2010. Course Notes.
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Dindmica numérica

Equagdes finais da dindmica 2D —> Z—Z (t) = f(t,y(t))|onde

C1 pl/M
2 p2/M
e - T
= | TS BeR@e) -pipmM |
p2 F3(t,X(C,0)) — B2p2/M — Mg
L Th(t,X(¢,0)) — YL/ J

(F, F4) o empuxo, X(¢,8) as posigdes dos vértices do poligono
(X =2+ Q(8)(X —)), T" o torque hidrostatico.
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Solugdo numérica de y' = f(t,y)

m Seja Y () a solucdo exata de Y'(t) = f(t,Y(t)), Y(0) = Y".

m Métodos numéricos sdo receitas para calcular um conjunto de
vetores ¥, y!, ..., que aproximam sistematicamente Y(0), Y(t),
Y(t2), ..., para uma sequéncia de tempos t1, f, . ..

m Exemplo mais simples: Método de Euler com passo fixo definido
pelo usudério.

WY =Y, t=kAt, YT =yF+ Atf(t, )

E um método explicito porque ndo requer inverter f,como é na
versdo implicita y**1 = y* + Atf (e q, y<).
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m Nos métodos explicitos, o custo computacional estd na avaliacdo
da funcdo f. Para o método de Euler: 1 avaliacdo por passo.

m Esses métodos se tornam instdveis se At > ¢/Jr, comc~2e]J;0
maior autovalor em médulo da matriz Jacobiana de f.

m Por J; depender de y o limite de estabilidade pode apenas ser
adivinhado.

m Métodos Runge-Kutta constituem bons compromissos entre custo
(ntimero de avaliagdes de f) e precisio (||y* — Y (t)|))-

m A precisdo é usualmente avaliada pela ordem do método:
Iy = Y(t)|| < Catr.
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Métodos de Runge-Kutta e Tabela de Butcher

y”+1 :y"—|—At <b1k1+b2k2+...+bsks)

onde

ki = f(twy")
ky = f(ty+coAty" + At (ax1ky))
ks = f(tn + c3 At, ]/n + At (Elgl ki + az k2>)

C2 | a1
C3 | A31 asp

N
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Y =y At (b 4+ byko + ..+ bsks)
onde

ki = f(twy")
kh = f(fn + ¢ At, yn + At (El21 kl))
ks = f(tn+c3Aty" + At (az1 ki +azks))

K(:,1)=f(y(:,n),time(n)); ## ydot=f(y,t), notar inversdo de ordem
for m=2:nstage

tt=time(n)+c(m)*dt;

yy=y(:,n)+dt*K(:,1:m-1)*a(m,1:m-1)’;

K(:,m)=f(yy,tt);

endfor

ynew=y(:,n)+dt*K(:,1l:nstage)*b’;

time(n+1)=time(n)+dt;

dtime(n+1)=dt;

y(:,n+1)=ynew;

o «F = e D
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1 . . Runge-Kutta ordem 2
+ _
y" = y'+At <§ ki + 2 k2) Tabela de Butcher
. 0/0 0
ki = f(tnr]/ )
ko = f(ta+Aty" + Atky)

function [y time]=rk2(f,y0,t0,dt,nt)
time(1)=t0; y(:,1)=y0;

nstage=2;a=[0 0;1 0];c=[0; 1];b=[0.5 0.5];
for n=1:nt

K(:,1)=feval(f,y(:,n),time(n)); function f = foscil(y,t)
for m=2:nstage ome=1.;

tt=time (n)+c(m)*dt; f(D=y(2);
yy=y(:,n)+dt*K(:,1:m-1)*a(m,1:m-1)’; £(2)=-ome*omex*y(1);
K(:,m)=feval(f,yy,tt); end

endfor

y(:,n+1)=y(:,n)+dt*K(:,1l:nstage)*b’;
time(n+1)=time(n)+dt;
endfor

Q>

o = = = DA C
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m Resolvemos x’ = v, v/ = —x com x(0) = 0, v(0) = 1. A solugdo
exata é x(t) = sint, v(t) = cost.
0 1 o .
1 0 >, entdo Jr = 1 (autovalores +i),
limite de estabilidade At < 2.
> [y time]=rk2("foscil",[0;1],0,0.4,500);
> plot(time,y(1,:),"-o","linewidth",2)

m Matriz jacobiana = (

File Edit

o 0 100 150 200 0
Alg|p|r|2[ #5219

m A pouca precisdo leva a comportamento errado.
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Runge-Kutta de ordem 4

m Tabela de Butcher:

— NN O

A= O ONI= O
AN ONI= O O
AN = O O O
O O O O

m Mesmo cédigo do slide anterior, com
nstage=4;
a=[0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 O 1 0];
c=[0; 1/2; 1/2; 1];
b=[1/6 2/6 2/6 1/6];
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Comparagao

Comparamos RK2 com At = 0.4 e 0.2, e RK4 com At = 0.4.

>[yl timel]=rk2("foscil",[0;1],0,0.4,1000);
>[y2 time2]=rk2("foscil",[0;1],0,0.2,2000);
>[y4 timed]=rk4("foscil",[0;1],0,0.4,1000);
> plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,...
time2,y2(1,:),"-k","linewidth",2,. ..
time4,y4(1,:),"-r","linewidth",2)

> axis([0 400 -1.5 1.5])

File Edit

L5
ES |
o |
4 |
05 ‘||I‘|‘H

0 bl

| -‘I
05 R A e HER T l
| I Il
i 1 L I I

1

o

100 200 300 400

-L5

o
alg|p|rl?| 2223 6.1
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Qual é o At tal que a t = 800 a amplitude continua sendo ~ 1 com RK2?

>[yl timel]=rk2("foscil",[0;1],0,0.2,4000);

>[y2 time2]=rk2("foscil",[0;1],0,0.1,8000);

>[y4 time4]=rk2("foscil",[0;1],0,0.05,16000) ;
>plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,time2,y2(1,:),"-k",...
"linewidth",2,time4,y4(1,:),"-r","linewidth",2, ...
timel,sin(timel),"-g","linewidth",1)

> axis([750 800 -1.2 1.2])

File Edit

750 70 770 780 790
alg|p|r|2[ B3, e
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function f = foscilw(y,t)
ome=1.;f(1)=y(2);

if (y(1)>0) £(2)=-ome*omex*y(1);
else f£(2)=-100*ome*ome*y(1);
endif

Massa-mola com parede

end

>[yl timel]l=rk2("foscilw",[0;1],0,0.1,500);

>[y2 time2]=rk4("foscilw",[0;1],0,0.2,250);
>plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,time2,y2(1,:),"-r",...
"linewidth",2)

> axis([0 50 -.2 2])

File Edit

2

15+

&

os

4]

2 10 20 = e 2
Alg|p|r|2] [796.8, 06.9852]
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>[yl timel]=rk2("foscilw",[0;1],0,0.02,2000);

>[y2 time2]=rk4("foscilw",[0;1],0,0.04,1000);
>plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,time2,y2(1,:),"-r",
"linewidth",2)

> axis([0 40 -.2 1.2])

File Edit

AlG|p|r|?] 4813, e.2s87)
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Ajuste automatico de passo

Ideia geral: Em cada passo de tempo,

m Calcular y"*! com dois métodos de diferente ordem.
Exemplo: RK2— "1, RK4— 21,

m Estimar o erro como a diferenca desses resultados.

e = Hyn+l _ Zn+1H

m Se (erro > tolerdncia) reduzir At e voltar a 1.

m Predizer um At adequado para préximos passos. Vamos supor
que o esquema de menor ordem é de ordem p, o “passo ideal” At,
daria erro igual a tolerancia.

1

oy L
e~ CAPTL e~ CAPTY = At ~ At (E)”“

At <— max (0.5At, min (2At,0.9At.))
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Embedded Runge-Kutta methods (ERKM)

m Para ajustar automaticamente At sdo precisos 2 métodos de
diferente ordem.

m Em geral, esses dois métodos requerem avaliacdes em pontos
diferentes.

m ERKM consegue construir os dois métodos maximizando o
nimero de pontos comuns.

m Sdo pares otimizados de métodos RK. Os mais utilizados sdo os
de Fehlberg, de Dormand-Prince, entre outros. Matlab e Octave
utilizam ERKM.
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Método de Dormand-Prince

0 0 0 0 0 0 0 0
F i 0 0 0 0 0 0
3 3 9
51 3 o 0 0 0 0 0
4 44 56 32
sl 8 R % 0 0 0 0
8 ‘ 19372 5360 64448 212 0 0 0
9 6561 2187 6561 729
1 ‘ 9017 _ 355 46732 49 __ 5103 0 0
3168 33 5247 176 18656
1 ‘ 35 0 500 125 _ 2187 11 0
384 1113 192 6784 84
‘ 35 0 500 125 — 2187 11 0
384 1113 192 6784 84
‘ 5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

H4 2 vetores b, o primeiro é de ordem 4, o segundo de ordem 5.
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Utilizando 1sode (Octave)

m A fungdo 1sode implementa as melhoras discutidas.
m Se especifica a funcdo e os tempos em que se deseja a solucao, At é
automatico.

T=[0:0.2:40];
[X, istate, MSG]l=lsode("foscilw",[0 1],T);

plot(T,X,"linewidth",2)

File Edit

30 40

Ala|p|r|?[  127.21, 8.79%
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Capitulo 2

Interfaces e tensao superficial
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Interfaces e tensdo superficial

m As moléculas em uma superficie fluida estdo menos ligadas que
aquelas no seio do liquido.

m F necessaria uma energia adicional para fazer crescer a area da
interface.

m Essa energia por unidade de superficie dE = ydS

Py

.
[N Water dro&

pode ser vista também como uma for¢a, ou tensdo superficial

dF = ydl x 1t = ydlv
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m A forga de tensdo superficial é equilibrada pelas forgas dos fluidos
adjacentes. O resultado é equivalente a uma forga (por unidade de
area) valendo y x 1.

m Se considerarmos apenas as forcas de pressao (e.g., caso
hidrostético), o balanco de for¢cas normais na interface é

Pinterior — Pexterior = Y K

onde x = 1/R; + 1/R, é a curvatura média da interface.

m A mesma equagdo é obtida minimizando a energia total
(gravitacional + capilar)

E:/ s / 10
(7dS + | pgz
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m Na presenca de uma superficie sélida, aparece um angulo de
contato, que é uma propriedade dos materiais envolvidos.

cos(G) _ YsL — YsG

i
m Essa equagdo também se deduz da minimizacdo da energia, agora
considerando também a energia das interfaces sélidas.

E:/ 7d5+/ 'ngdS—Ir/ 'ySLdS—l—/pgde
St Ssc Ss1. O

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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(@) (b)
Tilted view of a
Syringe holder

Problema a estudar
Needle tip of _— Water vapor
pendant drop ey ~
Pendant drop Pendant drop surface
(continuously aerated)
Liguid within
the syringe
(T T camer)
Pendant drop
created right before
measurements

Climatic chamber environment:
fixed temperature
and relative humidity

¢
" h o
Apex
Tomado de Portuguez et al (2017)
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Primeira parte: Equacdes diferenciais da superficie

m Uma superficie com simetria de
revolugdo pode ser descrita com duas
fungdes r(s) e z(s), onde s é a
coordenada de arco.

dr dz

I = cosf, R =sin6

* C2

m A curvatura média é dada por

‘— 1 n 1 _d6+sin0
o R] R2 - dS r Tomado de B. Lautrup (2010)
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Célculo de Ap e condi¢des de contorno

z wall
m Nao conhecemos o valor de d, mas
mesmo conhecendo, isto nio seria
suficiente para calcular pjn;. De fato, et r
Pint(s =0) = p(z =0) +pgd, ep(z = 0) . _
é desconhecido. liquid ac
m Entdo, vamos deslocar os eixos levandoa —d
origem (r = z = 0) a ponta da gota.
m Também, vamos tomar pext =0 e A liquid drop hanging from a
Pint (S — 0) serd um parametro livre Po- tube with strongly exaggerated
wall thickness. Any true con-
m Em qualquer s # 0 serd (hidrostatica) tact angle can be accommodated
Pint(8) = po — pgz(s). by the 180° turn at the end of

. the tube’s material. The apparent
m A interface pode chegar no extremo da contact angle y between the lig-

agulha com qualquer angulo, como uid surface and the horizontal can
explicado ao lado. in principle take any value.
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Forma matemadtica da gota

z wall
Uma forma parametrizada (r(s),z(s),0(s)) sa-
tisfaz o equilibrio mecanico de uma gota pen-
dente se: X /a g
r(0) =z(0) =6(0) =0 liquid air
dL > Otal que r(L) = a. —d

Para0 <s < L,
A liquid drop hanging from a

4 (s) = cosf(s) tube with strongly exaggerated

Z/(S) _ sin@(s) wall thickness. Any true con-

. tact angle can be accommodated

9/(5) _ Po *pgz(s) _ sinf(s) by the 180° turn at the end of

v r(s) the tube’s material. The apparent

contact angle y between the lig-

Dados: 4, po, 0,8, V- uid surface and the horizontal can

in principle take any value.
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Projeto - Gota pendente hidrostética

Se deseja calcular a forma exata de gotas de um certo liquido que
pendem de uma agulha de rdio a e espessura desprezivel. Em especial
se deseja um c6digo numérico que permita calcular:

O volume maximo Vmax que uma gota em equilibrio pode ter.

A curva d vs. V, da altura vertical da gota em fun¢do do volume.

A forma exata das gotas de volumes Vimax /3, 2Vmax/3 € Vinax-
Mostrar os resultados para agua a 20°C, com a igual a 0.1 mm e 1 mm.
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Adimensionalizacdo

m Usamos a como escala de comprimento: Definimos

N z S
;2= -, 5=
a a

7=

Q=

e também 0(8) = 6(as) = %(é) =9 a8)a

dr .. Ao A2 A
T (8) = cosB(3), %(s) =sinf(3),
do _ poa pga’ _ sin§
R 7
~—
A B

m A e B sdo os nimeros adimensionais do problema, ja podemos
retirar os chapeus.
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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O ntmero B
mB=pga’/y.
m Aguaa20°C: p = 998 kg/m3, v = 0.072 N/m.

= B(a=01mm) =136 x10"3, B(a=1mm) =136 x 10"
m Merctirio: p = 13456 kg/m?, v = 0.337 N/m.

= B(a=01mm)=391x10"3, B(a=1mm)=391x10""
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O termo sinf/r

m Ndo estd definido para r = 0 (corresponde a s = 0).
m lim;_,osin6(s)/r(s) = lims—0(6' cos0) /v = 6'(0)

m Substituindo na equacao de ¢’

0'(0) = A—Bz(0)—0'(0) = 60)

function f = fsurf(y,t)

global A, global B, global epsr
f(1)=cos(y(3));

£(2)=sin(y(3));

if (y(1)>epsr)
£(3)=A-B*y(2)-sin(y(3))/y(1);
else

£(3)=(A-B*y(2))/2;

end
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B=136x10"3

>global A, global B, global epsr

>A=0.05; B=0.00136; epsr=le-5;

>[y0 timeO]=rk4("fsurf",[0;0;0],0,0.03,20000);
>plot(y0(1,:),y0(2,:),"linewidth",2)

File Edit

o

AlG|p[r[2[ 185, 272,41
Formas para A = 0.05,0.1,0.2e 0.3
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File Edit

0
0 2. 2 E 4

Ale|p|alz[ 13w 1w

Formas para A = 0.21 (roxo), 0.25, 0.3, 0.35 e 0.5 (vermelho). Zoom

Observacoes:

m Para A < Ax (=0.21, de fato) a forma passa por r = 1 apenas uma vez,
com z =~ 0. Essas sdo gotas com volume bem pequeno.

m Para A > Ax temos 3 (ou mais) pontos com r = 1. Considerando os
pontos com z > 1 temos gotas maiores.
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Formas (eixos ¥ — z) para A = 0.21, 0.23, 0.5, 1.0, 1.5, 1.9 e 2.5.
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O valor de z na intersecdo com r = 1 é a altura d da gota.

Se observa intuitivamente que o volume méximo (adimensional)
correspondea A = A*.

m O volume é uma fungdo monétona crescente de A para a primeira
intersecao.

m O volume é uma fun¢do monoétona decrescente de A para a
segunda e terceira intersecoes.

Existe uma transicdo suave da forma no volume V = V+ ~ %7{,

correspondente a uma hemiesfera de raio 1 (dimensionalmente a).
O valor de A para essa configuragdo é A™ ~ 2.

m Quando V = V' a curvatura é maxima (x ~ 2/a), assim como a
pressdo interna py ~ 2y /a.
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m Para calcular o volume, integramos a equagao

av dz
TS(S) = 7'”’(S>2 js(s) ’

isto é, acrescentamos na funcdo fsurf .m,
f(4)=pixy(1)"2*f(2);

m Também calculamos a superficie, utilizando

ds
%(s) =27mr(s) .

£(5)=2xpixy(1);
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m Modificamos o Runge-Kutta para que armazene as intersegdes

comr =1:
if ((y(1,n+1)-1)*(y(1,n)-1)<0)
kk=kk+1;
zz ((kk-1)*nd+1:kk*nd)=y(:,n+1);
endif

m Rodamos o cédigo com A = A* = 0.21, obtendo z* = 22.9,
V* = 4153, S* = 1257. Notar que o volume corresponde ao uma

gota de raio b* = (3V* /471)% ~ 10a. Isto é, a gota que cai de nossa
agulha de 0.1 mm é 10 vezes maior que o orificio de saida (raio 1
mm).
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m Criamos um pequeno c6digo que percorre valores de A em
sequéncia desde 0.21 até 2 (graficogota3.m):

global A, global B, global epsr
B=1.36e-03;epsr=1.0e-06;
kk=[];zz=[];
for A=[0.21:0.005:2]

k0=0;zz0=[];

[z0 tz0 kO zz0]l=rk4st("fsurf",[0;0;0;0;0],...

0,0.005/A,30000) ;

kk=[kk kO0]; zz=[zz zz0];
endfor
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m Desenhamos

hh=loglog(zz(4,:)."(1/3),2zz(2,:),zz(9,:) .~ (1/3) ,2zz(7,:))
set (hh,"linewidth",2)
axis([le-1 30 3e-1 1e2])

1e+2

Te+1

1e+0

4

1e+0 Te+1

Formas (eixos Vi — d) para 0.21 < A < 2. Cada cor é uma intersegdo
diferente (azul: 1ra, verde: 2da, vermelho: 3ra, etc). Em traco o que
corresponde a um casquete esférico (V = 7t x d * (3 + d?)/6).
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Equilibrium shapes with the same volume V = 2770
2 ‘ 6 s
Varias formas (com 2, 4, 6 e 8 intersecoes) com V = 2V* /3 ~ 2770. Os valores

correspondentes de A sdo 0.238, 0.303, 0.351 e 0.390. Construido com

10
graficogotad.m.
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Conclusdes dessa primeira parte

m Em equilibrio estatico, uma interface com tensao superficial
satisfaz a equacao

o _ Ap(®)
k(%) = p

7

onde « é a curvatura média.

m Essa equagdo de aparéncia inocente comporta uma grande
complexidade. No caso mais simples, em que a superficie é
apenas uma curva em 2D (e.g., axissimétrico), as incognitas sdo
r(s) — z(s) e suas equagdes resultam fortemente ndo lineares e
com dominio (0, L) a priori desconhecido, com condi¢des de
contorno tanto em s = 0 quanto em s = L.
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m Pela simplicidade do problema em 2D, e apoiados nos resultados
numéricos, foi possivel entender o desprendimento de uma gota
crescendo quase-estaticamente como uma catdstrofe matematica.
Existe um volume V* tal que para qualquer V > V* ndo ha
solucdo S(V) “préxima” de S(V*).

m V* (adimensionalizado por 4%) é funcdo de B = pga®/y.

m A lei de Tate estabelece V*B/(27ta®) = ¥ (a/(V*)1/3) ~ 1.

m No caso estudado (B = 1.36 x 1073, V* = 4153) obtivemos
¥ = 0.899, sendo que a/ (V*)!/3 = 0.062. O acordo com dados
experimentais é bastante bom (slide seguinte).
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Figure 4. Drop weight correction factors, ‘-I’(.r/Vm). Note: the data of Lohnstein (1906) were
collected from Vacek and Nekovar (1973). The data of Rayleigh (1896) were collected
from Harkins and Brown (1919). The data of Dunken (1942) were collected from Vacek
and Nekovar (1973) and Wilkinson and Aronson (1973).

Tomado de Lee et al, Chem. Eng. Comm., 2008.

o = = = C
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Segunda parte: Enfoque variacional

m O enfoque “Equagao Diferencial” ndo é aplicdvel no caso 3D. Nao
existe “método do tiro” em 2D.

m Ndo permite, por exemplo, calcular gotas pendentes de orificios
ndo circulares. Ou considerar qualquer outro fendmeno que
quebre a simetria de revolucdo em torno de z (por exemplo,
gravidade inclinada respecto de z).

m Nessa parte nos propomos resolver o mesmo problema, mas com
um enfoque variacional, extensivel ao caso 3D.

m Segunda parte do projeto: Calcular as gotas da primeira parte
(com volumes V*/3,2V* /3 e V* pelo método variacional e
comparar.
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m Selecionar um conjunto admissivel de formas W,,, de dimensédo
finita n, tal que
m toda forma admissivel tenha energia finita,
B a energia seja uma fungdo continua em W, e
m para cada forma exata possivel, exista uma forma do conjunto
admissivel que a aproxime razoavelmente.

m A aproximacdo numérica S, da forma exata S se define como o
elemento S, € W, que minimiza a energia sobre W, (a
minimizag¢do pode ser local ou global, e como veremos podem ser
incorporadas restrigdes).

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecénica de Fluidos Computacional I 2017 122 / 216



Primeiro passo: Parametrizacao

Como poderiamos gerar um conjunto de “formas de gotas” que
estejam definidas por um conjunto finito de graus de liberdade (i.e., de
nameros)?

Em outras palavras... como podemos parametrizar um conjunto de
formas 1til para modelar a gota?
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Exercicio: Quais as vantagens e desvantagens da

seguinte proposta?

Se da uma forma inicial (e.g., esférica),
discretizada com 7 + 2 pontos.

Sefixarg=1,z9 =0.
Se fixa 4.1 = 0.

Congelando o valor de z de cada ponto, o
grau de liberdade é a sua coordenada r.

A forma, e por tanto a energia, o volume, a
drea superficial, etc., sdo assim fung¢des das
variaveis ry, ..., ,.

Problema final: (Cléssico de otimizacg&o)

r* = argmin E(r)
r>0
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m A parametrizacdo estd limitada a formas que
sdo graficos r = r(z).

m A discretizagdo fixa Az e ndo As. As partes da
superficie mais paralelas a 7 ficam pouco
discretizadas.

m Apenas aproxima superficies altura
(z(r = 0)) igual a da forma inicial.

m Ndo permitiria aproximar, por exemplo, o
processo de crescimento de uma gota
pendente.
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Parametriza¢ao B

Exercicio: Quais as vantagens e desvantagens da
seguinte proposta?

m Se da uma forma inicial (e.g., esférica),
discretizada com n + 2 pontos.

m Se fixa ro=1,z90=0.

m Sefixar,i1 =0.

m Com apenas essa exce¢do, os graus de
liberdade sao as coordenadas r e z de cada
ponto de discretizacao.

m A forma, e por tanto a energia, o volume, a
rea superficial, etc., sdo assim fun¢des das
varidveis y1 =711, ..., Yn = ", Yn+1 = 21, - -
Yon+1 = Zn+1-

m Problema final: (Cléssico de otimizag&o)

y* = argmin E(y)
B ¥
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m Essa parameterizacdo é bastante utilizada. Se
estende facilmente a 3D: triangulagdes da
superficie.

m Outras interpolagdes sdo possiveis, com ou
sem malha (splines, RBF, etc.).

m Note: Uma forma é apenas mudada por
deslocamentos normais de seus pontos.
Deslocamentos tangenciais sdo irrelevantes.
Isto se manifesta num mal condicionamento
do problema de otimizagédo discreto.

m Métodos para manter a qualidade da
distribuicdo dos pontos sdo necessarios em
geral.
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Exercicio: Quais as vantagens e desvantagens da

seguinte proposta?

Se da uma forma inicial (e.g., esférica),
discretizada com n + 1 pontos.

Se fixa o contorno, rg = 1, zg = 0.

Se escolhe uma direcdo de movimento para
cada né, por exemplo a que 0 une com um
ponto arbitrério A.

Os graus de liberdade y sdo o deslocamento
de cada ponto na direcdo permitida.

A forma, e por tanto a energia, o volume, a
rea superficial, etc., sdo assim fun¢des das
variaveis y1, ..., Yn.

Problema final: (Cléssico de otimizacédo)

y* = argmin E(y)
B ¥
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m A parametrizacdo A é um caso particular de
Spines (horizontais).
m A parametrizacdo falha quando a superficie

fica paralela a espinha.

m Permite aproximar o processo de crescimento
de uma gota, com melhor condicionamento
que a parametrizacdo B por ndo conter
movimentos quase-tangenciais.
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Geracdo dos pontos iniciais

v0l0=2770; n=15;
RO=(3%v01l0/4/pi)~(1/3);

DO=sqrt (RO*R0O-1); thO=asin(1/RO);
dth=(pi-th0)/n;

coor0=[1 0];
for i=1:n

the=thO+i*dth;

coor0=[coor0; [RO*sin(the) ,-DO+RO*cos (the)]
endfor

hh=plot(coor0(:,1),coor0(:,2),"-0");
set(hh,"linewidth",2);
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Arquivo  Editar  Ajuda

Parametrizagdo @ 2+ 2 b EE b Axes Grid Autoscale
Para cada y fornece as coordenadas nodais x(y).

y=2x[0;rand(15,1)-0.5]; yd=diag(y);

AA=[0 -D0O/2];
for i=1:n+1
vecO0(i,:)=(coor0(i,:)-AA)/...
norm(coor0(i,:)-AA);
endfor

coor=coorO+yd*vecO;

hh=plot(coor0(:,1),coor0(:,2),...
coor(:,1),coor(:,2),"-x"
set (hh,"linewidth",2); %
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Segundo passo: Fun¢do energia

m Energia potencial

2
Ep:/npgzd():/ndiv (o,o,pgzz> a0 =

2 2
:/S%nzd&’:/c%nﬂnrds:ﬂpg/czzrnzds

m Energia superficial

ES:/'deZZN'y/rds
S C
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Adimensionalizacao:

E = npg/z2rnzds+27rfy/rds
c c
= npga4/z Py ds + 27ty a? /jdé
¢ ¢

As integrais sdo adimensionais, entdo os fatores tem unidades de

energia. Definimos
N E

taty’

Assim,

E—B /22?n2d§+2/?d§
C
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Agora podemos utilizar a integracdo numérica do Capitulo 1!

d=[coor(2:n+1,:)-coor(l:n,:)];11l=norm(d,"rows") ; jac=11/2;
normal=-[d(:,2)./11,-d4(:,1)./11]
N=3; xi=[-sqrt(3/5),0,sqrt(3/5)];A=[5/9,8/9,5/9];
energia=0; volume=0;
for i=1:n
for k=1:N
x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;
energia=energia+A (k) * (B*xx(2) "2*x (1) *normal (i,2)+2*x(1))*jac(i);
volume=volume+A (k) *2%pi/3*normal (i,1:2)*x*x(1)*jac(i);
endfor
endfor

Dessa maneira construimos as fungdes energy (coor) e volume (coor).
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Gota pendente com 2 graus de liberdade: Contornos de energia no plano
Y1 — y2. Em tragos vermelhos a linha de volume V' = 2770. O minimo é
indicado por um ponto preto (y; = 1.35, y» = 8.62).
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File Edit

Apenas dois graus de liberdade: P
>>[area Epot Esup rmax d]=calcula(coor)

area = 1041.1 e
Epot = -13.349

Esup = 331.39

rmax = 9.8831 20
d = 25.988

25

30
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Terceiro passo: Otimizacao

m Funcio objetivo: Energia E

function ee = fenergy(y)

global coor0O, global vecO, global B
yd=diag(y);

coor=coorO+yd*vecO; ee=energy(coor);

m Restri¢des: Volume: V = V; e fixar nodo 1: y; = 0.

function vv = frestr(y)

global coorO, global vecO, global volO,
yd=diag(y);

coor=coor0O+yd*vecO;
vv(1)=volume(coor)-volO; vv(2)=y(1);
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m A funcdo sqgp (Sequential Quadratic Programming)

[X,0BJ,INFO,ITER,NF,LAMBDA]=sqp(X0,PHI,G,H,LB,UB,...
MAXITER,TOL)

resolve

sujeito a
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m Uso no problema proposto (ver dropvariat2.m)

##otimizacao

[yopt eopt info iter]=sqp(y0,@fenergy,@frestr,[],...
-15,100,200) ;

coor=coor0O+diag(yopt) *vecO;

energy (coor)

eopt

volume (coor)

plot(coor(:,1),coor(:,2),"-o","linewidth",2)
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Minimo com 20 graus de liberdade:

>>v010=2770; yO=zeros(n+1,1);
>>[yopt eopt info iter]=sqp(yo0,...
@fenergy,@frestr, [],-15,100,200) ;
##coordenadas do otimo
>>coor=coorO+diag(yopt)*vecO;

>>energy (coor)
ans = 291.76
>>eopt

eopt = 291.76
>>volume (coor)

ans = 2770.0
>>rmax=max (coor(1,:))

rmax = 8.5647
>>d=-min(coor(:,2))

d = 19.028
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File Edit

Crescimento quase-estatico:
dropvariat3.m

dvol=300; coru=[] ;yoptu=[];
for kk=1:12

volu(kk)=900+kk*dvol;

volO=volu(kk) ;

[yopt eopt info iter]=sqp...

(y0,@fenergy,@frestr, []1,-5,15,550); a3
yoptu=[yoptu yopt]; o
yoO=yopt;

coor=coor0+diag(yopt)*vecO; -
coru=[coru coor];
endfor B =

10

25
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Com restricdo de desigualdade:
ri S 6 , Vi

function vv = frestr2(y)
global coor0O, global vecO,
yd=diag(y);
coor=coorO+yd*vecO;
vv(1)=6-max(coor(:,1));
end

[yopt eopt info iter]=sqp...
(y0,@fenergy,@frestr,@frestr2,-5,15,550);
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Mais restri¢oes:
ri S 6 ’ Vi
zi > —18, Vi

function vv = frestr2(y)
global coorO, global vecO,
yd=diag(y);
coor=coorO+yd*vecO;
vv(1)=6-max(coor(:,1));
vv(2)=min(coor(:,2))+18;
end

[yopt eopt info iter]=sqp...
(y0,@fenergy,@frestr,@frestr2,-5,15,550);
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Conclusdes da segunda parte

m O enfoque variacional permite calcular a forma da gota com
bastante flexibilidade.

m A parametrizacdo pelo método das espinhas evita o mal
condicionamento do problema que acontece quando se deixam os
nds totalmente livres.

m O método de Sequential Quadratic Programming (funcdo sqp de
Octave) permite determinar o minimo do problema discreto
resultante.
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Capitulo 3

Calculo numérico de redes hidraulicas
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m A distribuicdo de fluidos é fundamental na sociedade: Agua
potavel, gas, saneamento, etc.

Redes hidraulicas

>
g
\ T
\
i
) ) Pipe Network
M Trunkmain
=4 - - // A" Booster Pump
(" water ( Watee Storage Tank
\\Source ~—_Plant /
) \\\ \ ‘Trunkmam ,’./Tmnkmaln
/
Lift Pump

Groundwater
Source
U Pump

De “Pumps, pipes and storage”, Ministry of Health, New Zealand (2010)
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alimentos, etc.

m Também nas industrias quimica, do petréleo, nuclear, de

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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m Também no corpo humano.

Projeto ADAN (LNCC, Petrépolis, INCT-MACC)
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complexos.

m O célculo numérico é necessario porque, em geral... sdo bastante

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Componentes individuais

m Altura hidraulica H (Head) [m]: E uma das principais variaveis
hidrdulicas (escoamento incompressivel, densidade constante). Esta
definida como

1 2 2
IR AR Ch L R
P8 rg 28

onde p é a pressdo, z a elevagdo geométrica respeito de uma referéncia, u
a velocidade média.

m Vazio volumétrica Q [m%/s]: A segunda principal variavel hidraulica. E
o volume de liquido que atravesa uma secdo transversal do conduto por
unidade de tempo. Sendo A a drea transversal, se define

Q

u=—.

A
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m Reservatérios: Fontes ou sumidouros de liquido cuja altura hidraulica é
dado. Em geral a vazdo que é extraida/injetada neles é incégnita.

m Componentes passivas localizadas: Sdo as valvulas, cotovelos,
contragdes, etc. Sdo caraterizadas por

|u| u

H- —H" =K
2¢ 7

< ndo linear

onde H™~ é o valor de H no lado por onde entra fluido quando u é
positiva. K é uma constante adimensional ndo negativa.

m Condutos: Sdo os canos, considerados uniformes nas anélises. Se
caraterizam pela lei

L |ulu

H- —HT :fﬁﬂ’ < ndo linear

onde L é o comprimento, D o didmetro (hidraulico), e f um fator
adimensional de atrito.
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m Nio linearidades: Ainda, tanto K como f podem ndo ser constantes. Por
andlise dimensional se prova que, para uma geometria dada, apenas
podem depender do niimero de Reynolds

Re = P#P _uD
U v

e da rugosidade adimensional € /D, suposta uniforme.
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m Expressdes analiticas para f:
m Colebrook-White

i =-21lo ﬂ + ¢ < implicita
\/f - 810 Re\/f 37D p

m Haaland

6.9 (e

1 181 { + )m} licit
— = — 1. Oglo —_— <— eXp 1C1ta
N Re ' \37D

m Sousa-Cunha-Marques, Churchill, etc.
m Em outras variaveis, Hazen-Williams, Manning, etc.

m Exercicio: Comparar as leis de Colebrook-White no intervalo
10* < Re < 109, para e/D igual a 1075,107%,10 3 e 10~2. Ver quando
sdo mais préximas (Re alto ou baixo? € /D alto ou baixo?).
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m Bombas (componentes ativas): Tem sua caracteristica dada por
H -H'=-6(Q),
que muitas vezes é aproximado por um polindmio quadratico
H —H' = -H'+aQ+pQ,

onde H°, a e B surgem de interpolar um polindmio quadrético a partir
de trés vazdes medidas dentro do rango de funcionamento.

As expressoes anteriores, que ddo AH como uma fun¢do de Q e
parametros da valvula, conduto ou bomba, expressam a conservacido de
momento em cada componente i como

(AH); = —=Gi(Qi) -
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A rede: grafo e matrizes

m Conservacdo da massa: Requer que, apenas, em cada juncdo a soma de
todas as vazdes entrantes seja zero.

m Na descri¢do da rede, o primeiro que devemos fazer énumerar as
arestas. Sendo arestas os componentes que sdo perdas localizadas,
condutos e bombeas.

m Imediatamente, devemos numerar os nés da rede. Os nés sao os
componentes reservatério e a jun¢do de duas arestas.

2

Rede e grafo orientado associado.
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m Dessa maneira, a rede se mapeia num grafo orientado.
m A orientacdo de cada aresta define o sentido positivo da vazao, e por
isto é indispensavel.

m Com as numeragdes da figura, o grafo pode ser escrito matricialmente a
través da matriz de conectividade C ou, equivalentemente, pela matriz
de incidéncias A:

12 1 -1 0 0 0 0 0
2 4 01 0 -1 0 0 0
4 3 00 -1 1 0 0 0
4 6 00 0 1 0 -1 0
C=1145 < A4=10 0 0 1 -1 0 0
3 5 00 1 0 -1 0 0
6 5 00 0 0 -1 1 0
6 7 o0 0 0 0 1 -1
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12 1 -1 0 0 0 0 0
2 4 01 0 -1 0 0 0
4 3 00 -1 1 0 0 0
4 6 00 0 1 0 -1 0
C=11415 < A=10 0 0 1 -1 0 0
3 5 00 1 0 -1 0 0
6 5 00 0 0 -1 1 0
6 7 o0 0 0 0 1 -1
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m Seja h o vetor (coluna) que contém as alturas hidrdulicas em cada no.

h = (hll h2/ h3/ h4/ h5/ h6/ h7)T

m Calculemos o produto A h:

Ah=

hi —hy
hy — hy
hy — b3
hy — he
hy — hs
h3 — hs
he — hs
he — h7

Ah é um vetor que, para cada aresta, contém a diferenca de altura
hidraulica entre os nds de entrada e de saida (origem e ponta da flecha).
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m Definamos o vetor de vazdes da rede, g = (q1,...,4s)", e o vetor g(q)
dado por
8i(9) = Gi(qi) -
m A equagio de momento se escreve, assim,
Ah+G(q) =0 < cons. de momento

m O produto A& se programa facilmente com a matriz de conectividade:

for i=1:m ## m: nro. de arestas
Ah(i)=h(co(i,1))-h(co(i,2));
endfor
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m Calculando o produto ATq se obtém

q1
—q1+ 92
T —q43 +4ge
Alg = | —@+q3+qa+4s5
—q5 —q6 — 47
—qa+q7+4s
—4qs
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m A equacdo de massa se escreve, portanto,
ATq =c < cons. de massa

onde ¢ é o vetor de vazdes entrantes (positivas entrando desde o
exterior da rede) em cada né.

m O produto AT g se programa facilmente com a matriz de conectividade:

ATg=zeros(n,1); ## n: nro de nos

for i=1:m ## m: nro. de arestas
il=co(i,1); i2=co(i,2);
ATq(i1)=ATq(i1)+q(i);
ATq(i2)=ATq(i2)-q(i);

endfor
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Sistema de equagoes e incognitas

m Se ndo houver nenhum reservatério (apenas vazdes nodais ¢ impostas),
o sistema acabaria nas equagdes de momento e massa.

m A solugdo néo seria tnica.

Mostrar que

m se (11, q) é solugdo de (cons. de momento)-(cons. de massa), entdo
(h + a1,q) também é solugdo, onde &« € R é arbitrario e
1=(1,1,..., )T € R™;

msec’l= Y.t ci é distinto de zero, o sistema ndo admite nenhuma
solucédo.

m As observagdes do exercicio surgem naturalmente da anélise fisica do
problema.
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m Havendo nr reservatérios, a situacdo é diferente. Em particular, do vetor
¢ haverd nr componentes que serdo incégnitas.
m Seja {IX(r)}" | um vetor que contém os indices de né que correspondem

aos reservatorios, e {HR(r)}'”; um vetor que contém os valores
impostos de h. Na rede da figura seria

R (1 k{200
(7)) = (20)

Definindo a matriz auxiliar de inje¢io D € R"*", cuja colunar é a
coluna IR (r) da matriz identidade T € R"*", se cumpre no nosso caso
que

= D'h= (M),
B )T (i)

)

I
coococoor
—ooo0oo0o0O
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m Assim, as equagdes de imposic¢do de H nos reservatorios se escrevem
matematicamente,

h HR 200
T R 1 _ 1 —
D' h=H", nocaso,<h7><H§><21o>

m Decompomos o vetor ¢ = - 4 cR, onde cf ., = c(I*(i)) nos nés que sao

()
reservatorios e zero nos outros (e viceversa). Se as vazdes dos
reservatorios (incégnitas) sao um vetor ok = (vf,...,oR)T, se cumpre

que as equagdes de conservacdo da massa se escrevem
Alg — DR = L.

m Exercicio: Mostrar que os produtos D'l e DvR podem programarse de
maneira simples e compacta.
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m O sistema total a resolver é: Achar (q,h,08) € R tais que

G(g) +Ah = 0 — meqs
Alg — DR = — negs
D'n = HR < nreqgs

m Os dados sdo as vazdes de saida no noés livres cL, e as alturas impostas

nos reservatorios, HX.
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O problema a resolver

m Resolver a rede hidrdulica da figura. Em particular calcular a vazado neta
do reservatdrio auxiliar conectado aos condutos 14 e 16.

3, 3,
& ﬁgZS m/s o 0.03 m°/s . 0.025m¥s (13) 0.03 m¥s
[11|220 m 0.3 - 2000 [4]200m 0.3 - 1800 (71185 m 0.20 - 2200 175 m/|[10]
o 2 4B
oe Zlen ange 8
I -
8| 006 m¥s 8 , e@* (17) 2
@) [51 0.03 m/s 200m 5
@ ED —= ; (1] 002 s
ol Q’Q ol Diameters in mm o =
.m ) SFJ Blg)  Lengthsinm o (188
& 210m = Alle =0.0002 m 16°% -
S| 005 m¥s 8| 0.04m¥s S 003 ms
- ©) 161, (10) as) [12) !
200m  0.30- 3000 135m  0.25- 1800 0.20 - 2200 165m
Pump 1 Pump 2
[ h, [ hy
m’/s m m¥/s m
0.15 50 0.20 30
0.25 47 0.25 28
0.35 42 0.30 25
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 168 / 216



Implementacado

m Levamos o problema a forma: Determinar x* € R tal que

q G(g)+Ah
f(x*) =0, onde x € h e f(x) = | ATg—DoR -
o DT — HR

m Utilizaremos para isto a fung¢do fsolve:

Function File: fsolve (FCN, X0, OPTIONS)
[X, FVEC, INFO, OUTPUT, FJAC] = fsolve (FCN, ...)

————————————————————— Exemplo-—---—-—----""""""""""""--—-
function y = £ (x)
y(1,1) = -2xx(1)"2 + 3*x(1)*x(2) + 4xsin(x(2)) - 6;
y(2,1) = 3*x(1)"2 - 2xx(1)*x(2)72 + 3*cos(x(1)) + 4;
endfunction

[x, fval, info] = fsolve (@f, [1; 2])
x = 0.57983 2.54621 ** fval = -5.7184e-10 5.5460e-10
info = 1
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G(q)+Ah
L
—DTh + HR

lPmdwnwsmngmnﬂor%ﬁuaf@y_(A%DMc

function fx = fhidr(x)

global m n nr co Ir Hr cL

g=x(1:m); h=x(m+1l:m+n); vR=x(m+n+1:m+n+nr);
fx=zeros(m+n+nr,1); fx(m+1:m+n)=-cL; ## inic. fx

dh=deltah(q); ## funcao G(q)
for i=1:m
nl=co(i,1); n2=co(i,2); ## co==conectividade

fx(i)=dh(i)+h(n1)-h(n2); ## eq. de momento
fx(m+n1)=fx(m+nl1)+q(i); ## eq. de massa
fx(m+n2)=fx(m+n2)-q(i); ## eq. de massa
endfor

for i=1:nr

fx(m+Ir(i))=fx(m+Ir(i))-vR(i); ## eq. de massa
fx(m+n+i)=-h(Ir(i))+Hr(i); ## eq. impos. Hr
endfor

endfunction
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global m n nr co Ir Hr cL rho mu grav
m=8;n=7;nr=2;co=[1 2;2 4;4 3;4 6;4 5;3 5;6 5;6 7];
Ir=[1 7];Hr=[200 210];cL=-[0 O le-4 1le-4 le-4 1le-4 0];
rho=1000;mu=1e-3;grav=9.8;

m S6 nos resta programar a fungdo G(g) (deltah), que vale para cada
aresta relacionando Ah e g!
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function g = deltah(q)
global m n rho mu grav

h0=10.01; beta=0; gamma=0; Di=[0,0.3,0.2,0.2,0.2,0.1,0.1,0.1];

L=[0,100,50,60,70,70,30,100] ; eps=le-5*ones(1l,m);
for i=1:m
if (i'=1)
u=q(i)/(pi*Di(i)*Di(i)/4); Re=uxDi(i)*rho/mu;
ff=friction(Re,eps(i)/Di(i));
g(i)=-ffxL(1)/Di(i)*abs(u)*u/(2*grav) ;
else
g(i)=h0-beta*q(i)-gamma*q(i)*q(i);
endif

endfor
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m Com isto, j4 podemos calcular a rede. Por exemplo, se f = 64/Re,
obtemos

q=0.0001*ones (m,1);
h=[200*ones(n-1,1);210];
vR=0O*ones(nr,1);
x0=[q;h;vR];

res=fhidr (x0)

>>res= 10.01000 -0.00001 -0.00001 -0.00002 -0.00002
-0.00029 -0.00012 -10.00042
0.00010 0.00000 0.00010 0.00030 -0.00020
0.00020 -0.00010
0.00000 0.00000

onde as primeiras 8§ componentes sdo desbalangos de momento, os
seguintes 7 desbalancos de massa, e os tltimos 2 erros na altura
hidraulica dos reservatérios.
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m Finalmente, podemos utilizar fsolve para resolver.

[x fv infol=fsolve(@fhidr,x0)

.6909e-03
.4333e-05
.0000e+02
.1001e+02
.6909e-03

NDNDN - DN

fv =

o

.0000e+00

.6843e-14

-9.7925e-16

-1.3592e-15

.0000e+00
1

ey

N o

info
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-9

.6909e-03
.2534e-04
.1001e+02
.1000e+02
.2909e-03

.2064e-12
-5.
.7752e-16
-9.

0.

6210e-04

2894e-16
0000e+00

1.
2.
2.

0.
.4390e-12
-1.

3

1433e-04
2909e-03
1001e+02

0000e+00

0582e-15
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2.1001e+02

1.7906e-12

-1.6505e-15

3.1100e-04

2.1001e+02

2.8422e-13

-1.3780e-16
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m Notar que os valores numéricos do exemplo néo sdo realistas.

m Testar o método acima com valores mais realistas e com uma
expressdo correta para o fator de fricgdo f.

m Discutir possiveis problemas de convergéncia.
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Problema: formulacdo final

Para a rede ja apresentada, calcular a evolugdo da altura do tanque de
armazenamento como fun¢do do tempo, ao longo de um dia inteiro (24
horas). Para isto, se tem o dado do didmetro do tanque, 20 m, se conhece a

altura inicial, 200 m, as 00 horas (meianoite), e se sabe que os fatores de pico
das diversas faixas horérias sdo:

0-3 36 69 912 12-19 1922 22-24
05 02 10 14

1.1 1.6 1.1

Prepare uma apresentacdo, de 10 minutos, mostrando como apresentaria seu
resultado para o engenheiro que pediu o célculo. Deveria ser algo objetivo,

que dé confianga nos calculos, e que convenga de que o resultado é l6gico e
vocé sabe do que esta falando.
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Generalizando mateméticamente o problema anterior, podemos formular
como: Determinar HR (t) que satisfaz

S(HR(1) " = —oR()

onde, para cada t, vk deve satisfazer o seguinte problema linear

G(g)+Ah = 0
ATg—DoR = cL(p)
-D'h+HR = 0

com ck(t) uma funcéo de demanda conhecida e S(HR) é a drea da superficie
do/s reservatério/s como fungdo da altura de dgua.
O sistema anterior é uma equacédo algébrica-diferencial (DAE).

Exercicio conceitual: Se houvesse valvulas que se abrem e fecham durante o
dia, ou se as bombas ndo funcionassem tempo todo, como se incorporaria isto
a formulagdo matematica?
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Conclusoes sobre calculo de redes hidraulicas

m Utilizando grafos orientados, e em particular a matriz de
incidéncia A e a matriz de injegdo D, é possivel escrever as
equagdes fisicas de massa e momento para redes hidrdulicas como
um sistema de equacdes algébrico-diferencial ndo linear.

m A implementagdo eficiente (dos produtos matriz-vetor) utiliza,
por outro lado, a matriz de conectividade co(1:m,1:2) e o vetor
identificador de reservatodrios Ir(1:nr).

m E possivel resolver o sub-sistema algébrico com a fungdo fsolve
de Octave, sem necessidade de programar o Jacobiano.
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Discussdo do projeto

m Comecamos numerando os componentes e gerando o grafo orientado.

0.025 m¥s 3
24 2] 3 ) 10 S0 1y 11, 005mYs  [15] 003 m¥%
15
1 3 14l
U] B3l 10 ©20] =
0.06 m¥s )
0.03 mYs
6] 0.03 m¥s 1
1 L A7 2y” 20— 17 4= 0.02m¥s
Lo ‘g, 1
I 16)
5] 8 191 121
210 m; 3 118
0.05 m¥s 0.04 m¥s 0.03 m¥s e
03 mYs
5 7 8) 13 17
6 14

Ver em hidr2.m:

m=21;n=17;nr=3;

co=[12; 2 3; 34; 3 10; 45; 47; 56; 6 13; 7 6; 7 10; 8 9; 9 7;
10 11; 11 12; 11 15; 12 13; 13 14; 14 16; 15 17; 16 15; 17 14];

Ir=[1 8 16];Hr=[210 210 200];
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m Fungdo deltah.m nesse caso (deltah2.m)
function g = deltah(q)
global m n rho mu grav

Di=[0,0.4,0.3,0.3,0.25,0.3,0.3,0.25,0.25,0.3,0,...

0.35,0.3,0.25,0.2,0.25,0.2,0.25,0.2,0.25,0.2] ;

L=1000%[0,3.5,1.5,2,1.5,2,3,1.5,1.5,1.5,0,0.5,1.8,
1.5,2.2,1.5,2.2,1,1.5,1,1.5];

eps=2e-4*ones(1,m) ;vho=997 ;mu=0.890e-3;grav=9.80665;
gbl = [0.15 0.25 0.35]; % [m~3/s] vazoes da bomba 1
hbl = [50 47 42]; % [m] alturas da bomba 1
= polyfit(gbl,hb1,2); 7% curva da bomba 1
gb2 = [0.20 0.25 0.30]; % [m~3/s] vazoes da bomba 2
hb2 = [30 28 25]; % [m] alturas da bomba 2
b2 = polyfit(gb2,hb2,2); % curva da bomba 2
for i=1:m
if (i'=1 && i!=11)
u=q(i)/(pi*Di(i)*Di(i)/4); Re=abs(u)*Di(i)*rho/mu;
if (Re < 100) Re=100; endif
ff=friction(Re,eps(i)/Di(i));
g(i)=-f£f*L (i) /Di(i)*abs(u)*u/(2*grav) ;
elseif (i==1)
g(i)=polyval(bl,q(i));
elseif (i==11)
g(i)=polyval(b2,q(i));
endif
endfor
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m Notar como foram usadas as fung¢des polyfit e polyval para interpolar o comportamento
das bombas.

m A fungdo fhidr ndo muda em nada.
m Resolvemos assim o caso estaciondrio (arquivo hidr2.m), obtendo

>cL=-[0 0 0.025 0.06 0.05 0.04 0.03 0 0 0.03...
0.025 0.03 0.03 0.03 0.03 0 0.02];

>q=0%ones (m, 1) ;h=0*ones(n, 1) ; vR=0*ones(nr,1);

>x0=[q;h;vR];

>[x fval infol=fsolve(@fhidr,x0);

>g=x(1:m), h=x(m+1l:m+n), vR=x(m+n+1:m+n+nr)

q = 1.95e-01 1.95e-01 8.88e-02 8.16e-02 6.73e-02 -3.85e-02 1.73e-02
5.23e-02 7.50e-02 5.50e-02 1.98e-01 1.98e-01 1.06e-01 4.18e-02
3.98e-02 1.18e-02 3.42e-02 -5.59e-03 1.01e-02 3.87e-04 -9.80e-03

h = 210.00 258.88 240.09 232.54 221.30 220.64 234.53 210.00 240.04
231.56 218.60 214.16 213.77 199.93 200.00 200.00 199.08

vR= 0.195 0.198 0.00598

Na condig¢do nominal de funcionamento, portanto, o tanque esta ingressando 5.98 litros de
dgua por segundo a rede, e por tanto seu nivel descendo com velocidade
5.98 x 1073/ (71 10%)[m/s] = 6.85 cm/h.
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m Para o caso transiente implementamos um esquema de Euler explicito,

,UTl
H'rl+1 = H" — At —
Si’l
sendo H e v altura e vazdo do tanque, e S sua drea horizontal. A
implementagdo pode ser achada em hidr3.m. O avanco no tempo é
dado por

for i=1:nt
if (timeh > horas(k)) k=k+1; endif
cL=cLO*pf (k) ;
[x fval infol=fsolve(@fhidr2,x0);
tempos=[tempos timeh];
g=[q x(1:m)];h=[h x(m+1l:m+n)];vR=[vR x(m+n+1:m+n+nr)];
hR=[hR Hr(3)];
Reynolds=[Reynolds Rey];ffactor=[ffactor ff];
Hr (3)=Hr (3) -dt*x(m+n+3) / (pi*100) ;
timeh=timeh+dth; x0=x;
endfor
plot(tempos,hR,"linewidth",2,"-0")
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m Oresultado H(t) obtido utilizando At = 0.5 hora é o da figura. Hmax = 204.89,
Hpmin = 196.32.

File _Edit

Als|p[r| 2] Esms, e

m O nivel desce 3.68 m a cada 24 hs. Certamente as bombas nio satisfazem a demanda.

m Notar que a perda total de nivel é maior que a que corresponde a 24 hs com demanda
constante, que seria 6.85 cm/h x 24 h = 1.64 m. Efeito ndo linear.
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m Vazdes dos reservatérios vs. tempo. 1: verde, 2: azul, 3: vermelho. Note que a vazio pela
bomba 2 é ~ zero das 3 as 6 horas.
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Capitulo 4

Equacdes de Navier-Stokes incompressiveis
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Revisao tedrica

Eles sdo conservagio de

d y
massa,ﬁ/ﬂpdﬂ—i-/mpu-nda() =

0,
/fdQ,
Q

. d y _
energ1a,E/QEdQ—k/aQ(Eu—tru—i—q)-ndaQ = /Q(f u+Q)dQ,

momento,%/qud()—k/an(pu@u—o*)-ﬁda()

o quarto principio, conserva¢ao do momento angular, é automaticamente
satisfeito se o tensor de tensdes o é simétrico. Acima, E é a energia total, i.e.
E=p(e+u-u/2),eqéofluxo de calor.

Os fluxos de massa, momento e energia estdo em vermelho nas equagoes.
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Exercicio: Demonstre que, em 2D, e para uma superficie S vertical

m O fluxo neto de massa por S é

- ~VdS:i/ d
J /Spun Pudy

sendo “+” quando 1 aponta no sentido de +x.

m O fluxo neto de momento horizontal é
J= /S(pulu—cr-él) ‘0 dS = j:/s(pu%—an)dy
m O fluxo neto de momento vertical é

]:/S(puzu—tréz)-ﬁdS::I:/S(puluz—au)dy

Calcule esses fluxos quando & é horizontal.
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Um fluido Newtoniano é definido pela lei constitutiva
oc=—pl+u (Vu—i—VuT) +AV.ul.

Estudaremos o tratamento numérico de escoamentos incompressiveis,
caracterizados por
V-u=0.

Se p é constante, a equagdo acima também representa a conservagio da
massa.
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poru+V - [pI[—y(Vu+VuT)+pu®u} = f
V-u = 0
d/ dv+/g ds
Pat v n

_ /de
\%4
/u~f1d5 0

onde { é o tensor fluxo de momento

{=pl-pu(Vu+Vu)+puRu=-0c+pueu
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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S&0 necessarias condi¢des
m iniciais, o campo de velocidade a t = 0, o de pressdo nao,

m e de contorno, uma condi¢do na dire¢do normal ao contorno (velocidade
ou forca), e outra na direcdo tangencial (velocidade ou forga).

As principais dificuldades no tratamento numérico sio:

m Acoplamento velocidade-pressao,
na equagao de massa, que seria a “equacdo da pressdo”, ndo aparece a
variavel p,

m Nio-linearidade do termo convectivo,

é o tnico termo néo linear, ele da origem a instabilidades, turbuléncia,
etc.,

m Camadas limites quando Re é alto,

aparecem grandes gradientes de velocidade, requerindo malhas muito
finas perto das paredes.
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O método de volumes finitos

Metodologia basica:

m Defina os graus de liberdade da sua solu¢do numérica. Quais sdo as
incégnitas de velocidade e de pressao?

m Defina um conjunto de volumes finitos, com ntimero igual ao de
incognitas.

m Defina umas regras de célculo dos fluxos discretos a partir das
incégnitas. Esse passo normalmente involve interpolacdo das varidveis.

m Construa o sistema de equagdes exigindo que a solu¢do numérica
satisfaca exatamente o balang¢o provindo do principio de conservagéo.

Vejamos ela explicitamente para a conservacdo da massa (V - u = 0).
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A conservagdo exata da massa é, para um retangulo,

(up —up) hy + (v —v5) hy = 0.

onde ug, ujy, vy € vg sdo as médias por aresta, como mostrado na figura, i.e.,

up = %/Eu.ﬁds: hl—y/y?u(xg,y)dy
uy = iy U nds = ly/iqu(xw,y)dy
N = % a nds = %/xi+ v(x,yN) dx
vy = —E/uvﬂds— %/:Jrv(x,ys)dx
on

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Discretizacao MAC A 1 A A

(Marker-and-Cell):
> o > e »> ° >
Y, A il A
m 1 nas faces verticais, "
. . Piy; P Piy
m v nas faces horizontais, > o [ [ >
Uij Uit
z Vl“
m p no centro da célula. Y, A | A i | A
m Em rosa escuro o Volume :
Finito de Massa numerado (i, ). > e P> e » e »
A A A
Xi1 Xi Xit1
. . . .. 5\(1
Equagdo discreta de incompressibilidade para VF (i, j):
i+1; — W) (Yj1 — ¥ ij+1 — Vij) (Kip1 — &) =
(Uip1j — Uy) (Y; Yj) + (Vi Vij) (X X;) 0 1)

Pela defini¢do das incégnitas nao foi necessario interpolar.
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A conservacdo do momento na diregdo x se escreve

Ju
/Vpng—i—/aV (ou (uny +vny,) +pny) dS

Ju dv Jdu
_/av<2yaxnx+yaxny+yayny) ds = /fodV

O volume finito de momento em x é definido como

A . A . A
| >
Yis1
>
Yj
: >
Xi 1 A x, A Xii1 A
X
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Exercicio: Mostrar que
m A integral do termo de pressao acaba sendo discretizada como

/avpi’lx ds ~ (pE — pW)hy = (Pl‘]‘ — Pi—l,j) (Yj+1 - Y]) .
m A integral do termo de inércia acaba sendo discretizada como
(IX) =p (u%hy - u%\,hy + unyonhy — usvshx) ,

complementada com a interpolagio centrada:

yp = teetup Uity o uww tup Ui+ Uy
2 2 2 2
iy = UNN t+Up _ Uij1 + Uj us = uss +up _ Uij—1+ Uj
2 2 ! 2 2 !
oy = ONE+ONW _ Vij+1 + Vicj+ vg = Use +Usw _ Vij+ Vi, )
2 2 ! 2 2

m A integral do termo viscoso na face norte é

" " ou  dv
T\«
7</Ny(Vu+Vu )ndS) /Ny <8y+8 >dS

Ujjsr — Ui Vi —Viea, o o
- — N i,}+1 - ij + 1,]4;1 Al 1j+1 (Xi _ Xz‘—l)
Yip1 —Y; Xi—Xi1

X

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 195 / 216



A conservagdo do momento na diregéo y se escreve

dv
/VpEdV—i—/aV (ov (uny +ony)+pny) dS
dv dv Jdu

O volume finito de momento em y é definido como
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O c6digo codemac.m

m Aproxima o problema de Stokes:
~V-u(Vu+vul)+Vp=£f, V-u=0
u(x) =0, Vx € oQ.

Notar que p estd definido a menos de uma constante.

m O dominio () é retangular. Ny células (de pressdo, ou massa) na direcdo
x, Ny células na diregéo y.

m Isto leva a vetor de incégnitas

x=| v o u € RWNxH1)xNy = RNxx (Ny+1) p € RNxxNy
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m O problema é linear em £f. Pode se escrever como

Aw Aw \ (u) _( [f
Apa 0 p 0
m Se existe Z, subespaco de RN<*Nr tal que

PEZ = Agp=0,

entdo p é um modo esptrio de pressdo. Infinitas solu¢des, definida a
menos de um elemento de Z.

m Que Z é composto apenas pelas constantes é uma propriedade da
escolha de incégnitas discretas. Na escolha MAC isto é garantido.
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Um exemplo (com condi¢des de contorno ndao homogéneas)

u=0,F=-10

Fy=10,v=0

I F,=0,0=0
=-5

u=07F, =
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Verificagado e Validacao

Model
Qualification

REALITY

Comimter
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e

Model
Verification

Figure 1
Phases of Modeling and Simulation and the Role of V&V [297]

Schlesinger, S. Simulation, 1979.
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Verificacdo e validacdo de software: O processo que garante que um dado
software (de CFD, no caso)

m resolve as equacoes certas (validac¢ao), no sentido de que modela com
precisdo escoamentos reais; e

m resolve bem essas equacdes (verificacdo), no sentido de que as
diferencas entre a solugdo exata e a numeérica sdo insignificantes.

Método de solu¢oes manufaturadas:

m E um método de verificagdo. Utiliza solu¢des sem sentido fisico em
geral. A solugdo exata a ser aproximada é escolhida pelo usudrio.

Seja D o operador diferencial (linear ou néo linear do problema), sendo
aequagdo genérica D¢ = f .

Escolhemos uma solugao exata ¢ e calculamos o correspondente f.

m O método numérico resolve Dy, ¢, = f, por tanto o erro é simplesmente
P = Pn

m Se verifica o cddigo checando que ||¢ — ¢, || tenda a zero com a ordem
prevista pela teoria.
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Ordem empirica de convergéncia

Se h é um indicativo do tamanho da malha, e ¢, é a solugdo obtida com o
cédigo, o comportamento assintético do erro é em geral da forma

I — ¢l =~ C(9) B, parah — 0

Fazendo dois cdlculos manufaturados, com malhas de tamanhos h e rh
(r <1),emedindoe, = [[¢ — ¢y e ey = [|¢ — | obtemos

log &

n

logr

ep = C(‘P) P ;e = C(‘P) (rh)P = p=

Podem calcularse mais pontos (12}, etc.) e ajustar uma reta num grafico logey,
vs. logh. A solugdo exata escolhida deve ter escalas >> h para estar no
regime assintotico.
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Solugdo manufaturada incompressivel

Seja 1 uma fungio corrente arbitraria no dominio, ¢ : QO — RR?. Entao,

definindo
_9% 9y
oy’ ox’

u

obtemos um campo u = (u,v)” satisfazendo V - u = 0.
Exemplo: Seja, no dominio Q = (0, t/4) x (0, ),

u = q sin’(4x) sin~ 1y cosy

= sin? in7
¥(x,y) = sin(4x)sinTy = { v = —4q sinT~1(4x) cos(4x) sinTy

Se g > 1 entdo u = 0 em todo 9(). Vamos tomar g = 2.
Ainda podemos tomar p arbitrério. Seja p = x* + 2.
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m Se u é constante se cumpre que

VYV u(Vu+vu') = —uViu=—pu | %
A forza é, assim,
m Deve-se resolver o problema numericamente com essa forga

volumétrica, e comparar as (uy,, vy, py,) obtidas com as (u, v, p) exatas do
slide anterior.

m A comparagdo é feita nas normas

lo—¢"ll2 = [} loCxi,y)) — @12 bxiby;, e
ij

¢ =" lles = max |p(xi, ;) — 91
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Ordem tedrica de convergéncia

m A ordem tedrica, ou formal, de convergéncia é a ordem de consisténcia
do método.

m O método pode ser escrito como
Y Fro(¢") = [ faK
ocoK K

O erro de consisténcia dos fluxos discretos é

ey = iFK,U(&) - ]((P)

o]

onde ¢ é o vetor de valores nodais de uma solugdo exata, e J(¢) o fluxo
médio exato por o.

m A ordem de ¢, é a ordem tedrica do método.
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Exemplo: Conservagdo da massa.

m Fluxo exato 1
J(u) = E /E udy
m Fluxo discreto da solugédo exata

Fyo(u) = hyu(C), C = ponto médio

m Erro (assumimos yc = 0)

er = u(C)—hl/udy
4

_ 5 /hy( )+ yuy(C )+y22uyy(C)+...) dy
2

= gy ity (C) + TOS .

m Notar que se C ndo estivesse no centro seria de primeira ordem.
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Projeto

m Calcular usando desenvolvimento de Taylor a ordem tedrica de
convergéncia da equagdo de momento.

m Verificar a convergéncia empirica do c6digo codemac.m pelo
método das solugdes manufaturadas. Notar que deve ser imposto
um valor de pressdo para eliminar indeterminacdo da solugéo.

m Testar malhas uniformes e malhas ndo uniformes. A ordem se
mantem?

m Testar uma solucdo exata menos regular, por exemplo colocando
1 < g < 2na solugao exata discutida antes. A ordem se mantem?

Redigir um relatério explicando a implementacao das medidas de erro
no c6digo e os resultados obtidos.
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Métodos acoplados e desacoplados para escoamentos
Incompressiveis

m Nos pontos anteriores, mostramos como

m discretizar os fluxos das equagdes de Navier-Stokes
incompressiveis, e
m implementar construindo matrizes Ayu, Aup, Apu € vetor r tais que

Agu  Aup uy) [(r
Apg 0 p ) \O
aproxime a solugdo do problema de Stokes

V- (p(Vutva)) +Vp = f
Vu = 0

no caso, com u = 0 no contorno.
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m Os métodos acoplados resolvem todas as incégnitas de uma vez. Eles se
estendem as equagdes de Navier-Stokes transientes com facilidade,
sempre seguindo os principios de conservacao.

Se M é a matriz diagonal que contem os tamanhos das células de
momento (vezes p), e C(u) é o vetor (ndo linear) de fluxos convectivos
de momento,

Cu)= Y Ff,on"(u):/ (u- 1) puds,
(TGBKU‘ aKU

a Equacao Diferencial-Algébrica do sistema é

d
MZ2 4+ C(u) + Awu+Agp = r

dt
Apu u = 0

Notar que, abusando da notagdo, u e p aqui ndo sdo os campos mas os
vetores incégnita de velocidade e pressao.
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m Uma discretizagdo totalmente implicita de segunda ordem no tempo,
por exemplo, seria

3un+l — 4u” + unfl
2At

+ C(u") + A 0" + Ay pttt =

Apu ui’l-‘rl = 0

m Ela pode ser linearizada substituindo C(u”*!) por uma linearizagao do
tipo

n+1 R o w1 dS lJ/ 2w — w1 ) pu s,
fo e [ (@ =) 5 pu

que preserva a ordem 2 temporal do método.

m Outras estratégias sdo possiveis, mas a necessidade de resolver um
sistema linear com todas as incégnitas continua. Métodos desacoplados
sdo estratégias para resolver velocidade e pressdo separadamente.

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 212 / 216



Compressibilidade artificial

- 9 ~ : p
m Se se adiciona ¢ ET’: na equagdo da massa (efeito compressivel, com & pequeno),

Ju

p§+p(u~V)u7V'<y(Vu+VuT))+Vp = f,
Vu = 0,
a EDA resulta muda para
M%—&-C(u)—i—Auuu—i-Aupp = r
SM@+APUU = 0

dt

m Com essa modificacdo, agora é possivel experimentar muitas discretizagbes temporais, até
a totalmente explicita

n+l _ ..n

M % +Cu") + A u" +Ayp" = 1
n+1 _ n
eME—F A, = 0

mas a compressibilidade introduz uma “velocidade numérica do som” que tende a +co
quando ¢ — 0 e reduz severamente o At de estabilidade.
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Método de projecdo de Chorin

m Sem modificar o sistema original, A. Chorin propds, em 1967, um método cujas variantes
continuam sendo bastante populares. Vamos descrever a variante mais simples e do ponto
de vista algébrico, por simplicidade.

m Jd que V - u = 0 para todo tempo, certamente V - %—‘; = 0. A EDA pode por tanto ser
re-escrita como

d
Md—ltlJrAupp = r—C(u) —Aupu
du
Apr = 0

e interpretada como “determinar du/dt e p tais que Apydu/dt = 0, cumprindo também a
equagdo de momento”.

m Esse é um tipico problema misto, no qual a pressao p é o multiplicador de Lagrange da
restricdo Apudu/dt = 0.

m Como regra geral, os multiplicadores de Lagrange ndo podem ser tratados de maneira
explicita no tempo (atrassados).
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m O seguinte passo é substituir du/dt da equagdo de momento, para obter uma equacéo que
ligapeu,

(ApuM*lAup) p =AM ((r—C(u) — Ay u)
——— ——

%

L A4

m Sendo que a matriz Apy discretiza o operador div = V- e a matriz Ayp discretiza grad = V,
é facil ver que Lp aproxima o laplaciano da pressao,

1 1
Lp~V-=-Vp=—-V.
p 0 p 0 p
m Com ajuda do campo auxiliar @**! definido como

@ = AV (u”)

e substituindo nas expressdes anteriores resulta o método desacoplado

osn+l _ on
M% = "—Cu")—Agpwu"
1 -
Lpn+1 — E Apuun+1
un+1 — ﬁn+1 _ AtM71 Auppn+l
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Notas finais desse capitulo

m Além dos métodos acoplado (linearizado ou néo), de
compressibilidade artificial e de projecao existem véarios otros métodos
de discretizacdo das equagdes de Navier-Stokes.

m Os cédigos Fluent e OpenFOAM, entre outros, constroem uma equacio
algébrica para a pressdo a partir da equacdo de momento ja
discretizada. O resto é parecido com o método de Chorin, tecnicismos a
parte. Os métodos sdo chamados de SIMPLE, SIMPLER, PISO, etc.

m Existem métodos que permitem utilizar malhas colocadas (mesmos nés
para u e p), mas é necessario usar interpolacdes especiais para evitar
oscilacOes esptrias da pressao.

m Com a velocidade discreta calculada, é possivel transportar quantidades
fisicas como temperatura, concentragdo de solutos, etc., para aproximar
problemas multifisica.
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