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Mecénica dos Fluidos Computacional

m A Mecénica dos Fluidos ¢ a ciéncia que estuda o comportamento
dos fluidos.
m Este estudo é feito de trés formas:
m Experimental: Fenomenos fisicos estudados em ambientes
controlados.
m Tedrico: Obtencdo de solugdes simplificadas as equagdes de
modelo.
m Numérico: Utilizar o auxilio do computador.
m Neste curso estudaremos a utilizacdo do computador na resolugao
de vérios problemas de mecanica dos fluidos.
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Breve historico

m Desde os primoérdios de nossa civilizagdo, o ser humano se
interessa pelo movimento dos fluidos (ventos, rios, clima, etc.)

m Arquimedes (287-212 a.C.): planejamento de aquedutos, canais,
casas de banho, etc.

m Leonardo da Vinci (1452-1519): observou e reportou varios

fendmenos, reconhecendo sua forma e estrutura, reportando-os na
esquemas.
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Breve histérico

m Isaac Newton (1643-1727): Muitas
contribui¢des a mecanica dos fluidos

m Suasegundalei: F =m-a

m Viscosidade: A tensdo é proporcional a
taxa de deformagao.
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Breve historico

m Daniel Bernoulli (1700-1782): Equacédo de
Bernoulli.

m Leonhard Euler (1707-1783): Equagdes de
Euler para escoamento inviscido,
conservagdo de quantidade de movimento,
conservacdo de massa, potencial de
velocidade.

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecénica de Fluidos Computacional I 2017 5/ 142



Breve historico

m Claude Louis Marie Henry Navier
(1785-1836)

m Gabriel Stokes (1819-1903)

m Introduziram transporte viscoso as
equagdes de Euler, resultando nas equagdes
de Navier-Stokes para escoamentos
incompressiveis
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Breve historico

m Lewis Fry Richardson (1881-1953): desenvolveu o primeiro
método numérico para previsdo do tempo (escoamento
atmosférico)

m Sua tentativa de calcular a previsdo do tempo para um periodo de

8 horas lhe tomou 6 semanas de céalculos, e foi um fracasso.
m Forecast-factory

£ DA
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Mecénica dos fluidos computacional

m Solugdes numéricas das equagdes de Navier-Stokes demandam
muitos calculos.
(em 1953, M. Kawaguti calculou a solucdo de um escoamento em
torno de um cilindro, levou 18 meses trabalhando 20 horas por
semana).

m A evolugdo da computagdo beneficia diretamente a drea.

m Hoje, com o advento dos supercomputadores, é possivel resolver
escoamentos complexos com precisdo em tempo factivel.
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Objetivo da disciplina

m Mostrar como, utilizando a modelagem matematica e o célculo
numérico, é possivel resolver problemas de mecanica de fluidos
cuja resolucdo analitica é impossivel.
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Metodologia

Cada capitulo do curso serd resolvido um problema.

A modelagem fisica e matematica serd desenvolvida pelo
professor.

O professor sugerird um ou vdrios tratamentos numéricos, e os
explicard detalhadamente.

Os estudantes, em grupos de 2, implementardo um programa
para cada problema.

Os programas serao testados e comparados.

m Um estudante escolhido aleatoriamente de cada grupo realizaré
uma apresentacdo de quinze minutos. Os slides serdo
considerados como relatério do grupo.

m A nota final serd calculada a partir das notas obtidas em cada
trabalho, sendo que todos os capitulos devem ser aprovados.
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Capitulos

Célculo de forgas e torques em hidrostatica. Dindmica de corpos
rigidos flutuantes e seu calculo numérico.

Aproximacdo numérica de interfaces com tensao superficial.
Minimizagao da energia e aproximagdo variacional.

Modelagem numérica de redes hidraulicas. Origem e tratamento
das nao-linearidades.

Resolugdo numérica das equagdes de Navier-Stokes
incompressiveis. Convergéncia em malha a uma solugdo
manufaturada.
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Técnicas numéricas envolvidas em cada capitulo

Parametrizagdo de formas. Interpolagdo. Integracdo numérica.
EDOs numéricas.

EDOs numéricas. Minimizag¢ao de fungoes.

Grafos e sua representacdo computacional. Resolugdo de sistemas
de equagdes ndo lineares.

Diferengas finitas. Volumes finitos. Aproximagdo numérica de
EDPs. Célculo experimental de ordem de convergéncia.

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 12 /142



Tecnologias relacionadas com cada capitulo

Engenharia civil. Forcas em represas, em prédios, etc. Engenharia
naval. Estabilidade de estruturas flutuantes, navios, etc.

Industria quimica. Pintura por imersédo, por deposicdo de sprays.
Impressdo de jato de tinta. Industria do petréleo. Separagado de
misturas. Misturas bifésicas.

Engenharia hidrdulica. Distribuicdo urbana de dgua.

Microfluidica. Lab on a chip. Incorporando turbuléncia numérica
(que ndo veremos): Meteorologia, Oceanografia, Indastria
automotiva, etc.
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Duracdo estimada de cada capitulo

Célculo de forgas e torques em hidrostatica. Dindmica de corpos
rigidos flutuantes e seu calculo numérico. = 3 semanas

Aproximagdo numérica de interfaces com tensdo superficial.
Minimizagdo da energia e aproximagdo variacional. = 4
semanas

A Modelagem numérica de redes hidrdulicas. Origem e tratamento
das ndo-linearidades. = 3 semanas

Resolugdo numéricas das equagdes de Navier-Stokes
incompressiveis. Convergéncia em malha a uma solugao
manufaturada. = 4 semanas
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Observacoes

Essa disciplina é direcionada a alunos do BMACC, com menos
formacdo em fisica e fluidos que alunos de engenharia ou fisica.
Em cada capitulo sera feita uma revisdo rigorosa mas rapida dos
conceitos de mecanica que sejam necessarios.

m Se espera que os estudantes tenham familiaridade com o célculo
numérico. Os conceitos usados serdo definidos mas ndo
fundamentados teoricamente.

m E necessdrio saber programar. As aulas conterdo exemplos de
implementacdo em Octave.

m Seria conveniente ter acesso a uma notebook por grupo.

m Cada capitulo envolverd 2 ou 3 aulas de trabalho em sala,
consultando ao professor e/ou ao PAE.

m Haver4 sessdoes de monitoria em laboratdrio. Definir dia e horario.
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Capitulo 1

Simulacao numérica de corpos em flutuagao
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m Navios

Exemplos
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Fig. 10. (a)-(d) Snapshots of the pitch motion of a ship, (¢) the magnitude
of the pitch motion at each time step.

1
1Ueng, J. Marine Sci. and Technol., 2013
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wave direction

Exemplos

-

‘Wave height at G (meters)
2
) Time =0

(b) Time =2

(c) Time =4

2 4 6 Time (sec.)
(e) Motion magnitudes
Fig. 11. (a)-(d) Snapshots of the wave-induced motions, (e) the
(d) Time = 6 height at G and the magnitudes motion at each time step.
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m Estruturas

Fig. 4 Nordhordland Floating Bridge, Fig. 5 West India Quay Footbridge,
Norway United Kingdom 2

2Wafanabe et al, CORE Rep. 2004-02
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Fig. 9. Shirashima Floating Oil Storage  Fig. 10 Kamigoto Floating Oil Storage
Base, Japan (Photo courtesy of Base, Nagasaki Prefecture, fapan
Shirashima Oil Storage Co Ltd)
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Exemplos

Fig. 13 Concept Design of a Clean Energy Plant
by Floating Structure Association of Japan
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Fig. 15 Mega-Float in Tokyo Bay,
Japan (Photo courtesy of SRCJ)
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Exemplos

Figure 26- Sstab evaluation of flooding using
measured drafts.
3

Coelho et al, 8th Conf. Stab. Ships and Ocean Vesicles, 2003
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Como flutuam os corpos?

m Equilibrio dindmico entre:
m Peso préprio
m Forcas exercidas pelo liquido
m Forgas exercidas pela atmosfera (vento)
m Forgas externas (ancoras,...)
d%¢ o dL .
— =) F, — =T
oLt Gtk
ondecéa _Posigéo do centro de massa, ja forca, [ momento
angular e T torque (ambos respeito de ¢).

M

m O corpo deforma pelas forgas aplicadas.
m Os fluidos respondem a presenca do corpo.
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Descri¢do geométrica do corpo

malha, etc.

m Existem diversas maneiras: Primitivas, interpolatérias com/sem
m Consideraremos a seguinte:

transformacéo ¢ : M — R¥.

m A superficie S do corpo é a unido disjunta de um conjunto de
patches, cada um deles sendo a imagem de um simplice M por uma

S = Uk ¢k (M)
m A geometria de cada patch é definida por um conjunto de nés.
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Representacdo linear por partes em 2D

Q)

X2

=1

X1

Lista de pontos:

(1) (1)

X1 X
x§2) x§2)
xgn) xén)
x§n+1) x§n+1)
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Representacdo linear por partes em 2D

20
X(¢) X sy oo L= 8o 1 g
X(g) - (PKZZ(C) - 2 X+ 2 X s
7 x) geM=[-1,1]
',’I A imagem de @; é o segmento reto de ¥() a ¥(+1)

2017

Mecénica de Fluidos Computacional I

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)

28 /142



Representacdo linear por partes em 2D

m Célculo do Jacobiano (comprimento de

arco):
=== a3 7(i41) 700
— _‘(Z) = X ey —_ ey
X(C) X ds |dx| ‘ déHdC 5 dC
k S(i+1) m Célculo da normal (anti-horaria):
1
! 5 4ol 2(i11) _ 3() 5 (d2,—d1)
4]l
Ambos constantes em cada patch.
2017
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Integracdo em &

Seja f uma funcio definida em R?, entdo

/S F(F)dS = ; /(P o[4S
= DfSEE ™

fiN

f(g) Jacobiano de @k
m A integral de curva/superficie transformou-se numa soma de

integrais sobre um tinico simplice M.

m Em 1D, certamente escolhemos M = [—1,1].
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Exercicio

m Dados trés pontos arbitrarios em 3D, com coordenadas 1) (2 e

¥(®), determinar uma transformacéo @ : M — R® que transforme o
tridangulo unitario M (com vértices (0,0), (1,0) e (0,1)) no
tridngulo plano definido pelos trés pontos.

m Quanto vale o Jacobiano dessa transformacao?
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Integracdo em &, caso 1D

Nos célculos, vao aparecer muitas integrais da forma

/f?cds Z/f dc .
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Quadratura de Gauss-Legendre
Existe uma quadratura

1 N
| 8@de= Y Az
= k=1

que integra exatamente polindmios de grau 2N — 1. Se esperamos que
a fungdo a integrar seja aproximavel por um polindmio desse grau,
escolhemos:

N=2 N=3
— — & =—v3/5 A1 =5/9

b= 1/V3 Ay=1 &= 3/5 A3=5/9
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Integracdo em &, numérica

~———
8(¢)
N ds
~ Y Y A Jl k) i
Kt

A seguir, alguns exemplos de célculos de integrais sobre superficies
“numeéricas”.
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Calculo do volume (2D) encerrado em &

V:/ 1dxdy
0
1.
:/ — divX dx dy
a2
-4 s iids
S

Il
]
MZ N |

1 ds
Ay = X -1 =5 (Gr)
L5 iz

1

Indeed, if the geometrical interpolation is IP1, then for each K we have

that ¥(¢) is IP; while 7 and ds/d¢ are constant in each segment (in fact,
ds/d¢ = lx/?2).

The integrand is thus IP, so that N = 1 suffices to compute the volume
to roundoff error.
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Célculo do centro de massa de um poligono

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)

homogéneo

-7) xq ds

X-1) xpds

=
—
—_
~~
=1
—
R
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70) (@) 2 g
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Célculo do empuxo hidrostético

m A forga de pressdo por unidade de drea que um meio fluido faz
sobre um corpo que ocupa um dominio () é dada por

fo=—p,ii.
A forga total é obtida por integracdo em S,
Fo= [ —piids.
P s p

m Se o fluido estd imével (estatico), a tinica forga é a de pressdo. Se
ndo, devem ser consideradas também as forcas viscosas.
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m Considerando a superficie libre do fluido num instante t como
sendo
xp =Z(t,x1), (x3 = Z(t,x1,x2) em 3D),

a aproximagao de pressao hidrostatica é
p(t,x1,%2) = Parm(t, 1) + p1 & max(0, Z(t, x1) — x2)

m Em geral se toma p,s, independente de ¥.

m Caso estético: Z(t,x1) = constante.

m Enchimento/esvaziamento quasestético: Z(t,x1) = h(t).
m Onda de celeridade v:

Z(t,x1) =h(x—vt), eg; Z(t,x1)=ho+asin(k(x; —vt)).
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Caso estatico

X2 \ _/
= \ = . =

% m/ FA - / —Patmn ds = _Patm/ 7i ds
= N St St

= E :/ _p(R)ii ds

— s

= ANG

)

= / — [Patm + pr8(z — x2)] 7i ds
S_

= _patm/ ﬁds—pLg/ (Z—XZ)ﬁ ds

=Fo+F = —putm/ ﬁds—putm/ ﬁds—pLg/ (z —xp)7i ds
S+ 5_ S_
0

nds — pLg/ (z—xp)7i ds
s4Us_ S_

!
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Caso estatico

m Como puty nd0 tem influéncia no balango de forcas, pode-se
definir pym = 0.

m Principio de Arquimedes: No caso estdtico o empuxo é igual ao peso
do liquido deslocado, e de sentido contrério.

m Se Z ou pun dependem de x1, 0 empuxo tem componente
horizontal.
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Exercicio

m Programe uma funcdo que, a partir da matriz de coordenadas
coor de um poligono e da fungdo Z(t, x1 ), calcule o empuxo do
liquido sobre o corpo.

m Grafique as componentes horizontal e vertical do empuxo como
funcdo do tempo.

m Considere Z(t,x1) = t, e outra fungdo que represente uma onda
que passa pela posi¢ao do corpo.
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Discussao do exercicio

A partir dos conceitos desenvolvidos, uma formulagdo razoavel seria:

m Seja x; a componente j do vetor de coordenadas do né i, com
i=1,...,N. Isto poderia ser uma matriz coor(1:n,1:2) em que
cada linha é o vetor (linha) posicdo de um né. Por exemplo,

n=4; coor=[0 0;1 0;1 2;0 2];
coor=[coor; [coor(1l,:)]1];

constroi o retangulo (0,1) x (0,2)
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m A regra de quadratura poderia ser
N=3; xi=[-sqrt(3/5),0,sqrt(3/5)];A=[5/9,8/9,5/9]1;

m Pesos interpolatorios (1 —¢)/2e (14 ¢)/2):
pint=[(1-x1)/2; (1+xi)/2];
m Imagens dos pontos de quadratura no segmento (“patch”) i
for k=1:N
x(1,k)=pint (1,k)*coor(i,1)+pint(2,k)*coor(i+1,1);
x(2,k)=pint (1,k)*coor(i,2)+pint(2,k)*coor(i+1,2);
endfor

m Os Jacobianos e vetores normais:

d=[coor(2:n+1,:)-coor(l:n,:)];1l=norm(d, "rows");jac=11/2;

normal=[d(:,2)./11,-d(:,1)./11]
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m Integral da funcdo f = 1 (perimetro):
perim=0;
for i=1:n
perim=perim+Axones(N,1)*jac(i);
endfor
m Integral de funcdo arbitraria:
f=0(x) x(1)*x(2);
res=0;
for i=1:n
for k=1:N
x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;
res=res+A(k)*f (x)*jac(i);
endfor
endfor
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m Integral da normal (= 0):
res=[0;0];
for i=1:n
for k=1:N
res=res+A(k)*normal (i,:)’*jac(i);
endfor
endfor
m Integral de %56 - 11 (=volume):
res=0;
for i=1:n
for k=1:N
x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;
res=res+A(k)*1/2*normal (i,1:2)*x*jac(i);
endfor
endfor
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m Empuxo:

Z=0@(t,x1) 1.5;

p=0(t,x) max(0,Z(t,x(1))-x(2));

t=0;

res=[0;0];

for i=1:n
for k=1:N
x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;
res=res+A(k)*normal (i,1:2) ’*(-p(t,x))*jac(i);
endfor

endfor
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Erros de integracao

X2 o ¥S+ {
~ m A func¢do p(t,X) ndo é um polinémio
ao longo das arestas cortadas pela
o superficie libre. Isto, no caso de
NS corpos com arestas muito compridas,
requer uma integracdo especial.
X1

-
-
-

y2(¢) =0 y2(¢) =0
’éiﬂ)

4 4
4 y 7
1 7
4 4

4 4
’ '
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m Consideremos o quadrildtero defido pelos pontos (1,0), (2,0),
(3,2) e (0,2). Seu empuxo (Arquimedes) é, em fung¢do da altura
da dgua, E(z) = pgz(1+z/2).

m Na figura se compara o erro relativo de usar quadratura de Gauss
de 3 pontos, com o de quadraturas de 20 e 50 pontos.

uuuuuuu

sssssss

~
0

\
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Célculo do torque de pressao

m O torque é a quantidade que governa as rotagdes, assim como a
forca governa as translagdes.

m Euma quantidade vetorial (pseudo), mas em 2D é escalar.

Tp = / (F—7) x (—p(R)7i) dS
S
m O torque é medido respeito de um centro de rotagio, nesse caso c.

m Quando o centro de rotagdo coincide com o centro de massa, a
dinamica rotacional é dada por [ «w'(t) = T.
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m Torque:

Z=0(t,x1) 1.+exp(-(x1-0.1%t+3)"2/0.16);
p=0(t,x) max(0,Z(t,x(1))-x(2));
t=0; res=0;
for i=1:n

for k=1:N

x=pint (1,k)*coor(i,:) ’+pint(2,k)*coor(i+l,:)’;

ff=(x(1)-cg(1))*normal (i,2)-(x(2)-cg(2))*normal (i, 1);

res=res+A (k) *ff* (-p(t,x))*jac(i);

endfor

endfor
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Erro de integragao

m Consideremos o quadrildtero defido pelos pontos (1,0), (2,0),
(3,2) e (0,2). Calculamos o torque respeito de ¢ quando passa a
onda

Z(t,x1) =1+exp (— (x1 +3—-0.1t)%) .

sssssss
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BN
Onda mais ingreme,
Z(tx1) =1+exp <

- (x1+3-0.1¢)

0.42 > |

. | ‘
B “ 0 En |
<O «Fr «=Er «Er» E QO




Onda ainda mais ingreme,

(X1 +3-0.1 t)2>

Z(t,x1) =1+exp (— 012

Gauss 3 pontos
50 pantos

O método misto também da resultado errado, porque a integragdo de 3
pontos ndo consegue capturar a onda.
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Complementemos vendo o empuxo para essa tiltima onda.

Fi1)
Fi2)

30 10 so &0
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Corpo rigido

Definicdo (Corpo rigido)
Um corpo Q) é dito rigido se, quando submetido a um movimento, as
distdncias entre seus pontos ndo variam.

Para conseguir descrever o movimento de corpos rigidos, usaremos
uma transformacgdo
#:R*xR — R?
X— ¢(x,t)
onde X é tomado em uma configuracao de referéncia de Q e §(%,t) é a

posicdo ocupada no tempo t pela particula do corpo que na
configuragao de referéncia esta no ponto X.
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Corpo rigido
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X3

X2

X1

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)

Mecénica de Fluidos Computacional I

Exemplo

Rotacdo em torno do eixo x; de um cubo
deslocado em x3 = 2, por um angulo 6(t).

A configuracdo de referéncia do cubo per-
manece na origem.

P 1) =
1 0 0 X1
0 cosf(t) —senb(t) X7
0 senf(t) cosH(t) x3 42
[m] = = =
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Movimentos rigidos

Teorema (Representacdo do movimento)
Uma transformagio ¥ v+ (%) satisfaz
=7l = $() — ¢ @)
se e somente se existe uma matriz ortogonal Q € R¥*% e um vetor bR
tais que

—

P(X)=Q-%+5b
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Movimentos rigidos

Teorema (Representacdo do movimento)
Uma transformagio ¥ v+ (%) satisfaz
1% =7l = 1$(@) — $@)|

se e somente se existe uma matriz ortogonal Q € R¥*? e um vetor b € R?
tais que

(X)) =Q -F+b

Definicao (Movimento rigido)

Sdo transformagdes da forma
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Movimentos rigidos

$(6,b2) = Q(0) - QUE—7C) +b

Transformagao rigida que rota o corpo um angulo 6 e leva o centro ¢ a

posicdo b = (0,b,).
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Transformacgado das coordenadas dos nés

Lembremos que
P(X) = Qo (X—7) +1b
onde X pertence a configuragdo de referéncia (coor0).

n=4; coor0=[1 0;2 0;3 2;0 2];
coor0=[coor0; [coor0(1,:)]1];
cg=[1.5;0.5];
theta=60%* (2xpi/360) ;b=[0;0];
qq=[cos(theta) -sin(theta);sin(theta) cos(theta)];
for i=1:n+1
coor (i, :)=(qg*(coor0(i,:)’-cg)+b)’;
endfor

Assim, podemos estudar empuxo e torque em diversas posicoes do
corpo.
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Projeto: Parte I - Estética

Consideramos um corpo bidimensional homogéneo cuja geometria é
dada por um vetor de coordenadas coor0(n,2) e cuja densidade é rho
(a densidade da agua é 1, assim como a gravidade). O centro de massa
estd sempre em x; = 0, mas o corpo pode rotacionar e movimentar
verticalmente. A superficie livre é horizontal (x, = 0).

Programe um cédigo que, para cada valor de rho, construa um
gréfico do torque T como fung¢do do dngulo theta. A posi¢do
vertical para cada angulo deve ser tal que o empuxo equilibre ao
peso.

Identifique assim as posi¢des de equilibrio para cada rho e analise
sua estabilidade.
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Dinamica

m Particula de massa m, posigdo X, forca aplicada total L.
® Momento linear: p = m% = m

dx
dat’
?x dp -
m Segunda lei de Newton: m U _F
at  dt
m Energia cinética: K = g 13|12

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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® Momento de uma forga (torque) em X respeito de 0:

T=%xF

=

m Momento respeito de um eixo pela origem de direcdo é: T, = ¢ - T.
m Momento angular respeito de 0:

L=%xp=%x (md)

m Conservacdo do momento angular:

dL _ di g = =
i dtxp—i—xxdt XXF=T

=0
que é simplesmente uma re-escrita de F = ma.

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecénica de Fluidos Computacional I 2017 63 /142



k momento f)’k = my 7.

m Particula k, massa my, posigdo X
m Forga (externa + inter-particulas):
2k _ 7k Pi—k
FF=F + Z:F]_>
j#k

m Forca total, momento linear total:

?=z<?’s+z?’”") -YFE, =L

k 7k k k

m Conservacdo do momento linear (segunda lei para varias
particulas):

d_) d_’k = = =
s -r(repr) -7
j#k
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m Massa total: M = Y my.
m Centro de massa:

zzAlA;mkxk —)Al/l/ﬂp%dﬂ
m Entao,

dac dze -
i Magp=*t

p=M
o centro de massa se comporta como uma particula pontual.
G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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® Momento angular total, torque total:
L= ZLk Zx x 7, T:kaxﬁlg
k

m Conservacdo do momento angular:

dL 2k 2k ik
dt ; ar — X\ e P
j#k
_ Y #Ex B+ (R DE) = T
k k j#k
—0!
m Essa equagdo é agora independente da conservacao do momento

linear.
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Equagdes dindmicas de corpo rigido

m Um conjunto de particulas deve satisfazer as 6 EDOs (3 em 2D)

dp
dt
dL
dat

F

T

m Se o conjunto é rigido, ele tem coincidentemente 6 graus de

liberdade apenas (3 em 2D).

m Felizmente, as 6 EDOs determinam totalmente os 6 graus de

liberdade! As equagdes dindmicas sdo um sistema fechado.

m Apenas devemos trabalhar um pouco mais para levar a forma

final...
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Momento angular de corpo rigido

m Movimento rigido:

(1) = p(X5 ) = Q(X* +b(r), X =Q(n)"(F () —b(t))
m Velocidade:

_ dQ dQ = 2
9(1) = X = T2 (0 Q@ (1) - b))

E QN =T = dt Q QT ¢ antissimétrica.

o d dQ Q" dQ Q
0= 4100 = Qg1 o~ Qg1 (Vgr)’
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m Produto com matrizes antissimétricas é equivalente a produto
vetorial por (pseudo)vetor.

0 —w3 Wy z1 1 J k
A@D)Z = w3 0 —wq Zy | =| w wy ws |=&xZ
—wy w1 0 Z3 | Zn Z3

m No caso 2D, simplesmente tomar & = w R, e A= ( g W )

m () = & () x (F(t) - b(t)) = @(t) x (1) + V()
Onde V é a velocidade da particula atualmente em 0.

m Notar que, sendo A(@) = %?QT/

Q_4

Em 2D isto é simplesmente % = w.
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m Substituindo,

L=Y ¥ xmV+Y m# x (&x7)
k k

0 primeiro termo € zero se tomamos momentos respeito de ¢(t).

m Utilizando@ x (b x¢) = (@-¢)b— (@-b)¢,

L= [;mk(ua?kyzn—xk(fckf)] @ — [/QP(HR’HZII—J??T) dQ} @

J
m J é o tensor (matriz) de inércia angular.
o 7 . 5 . aJ
lT:d—%:%(jw):j"fi—‘f—&—wx(jwl <dt—0em2D>

0em 2D

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 70 / 142



Equacgdes finais em 2D

=L Al
N TLE <t

Q‘»—\ g‘H
~ !

T

T

m J = [qp(x] +2x3) dQ°, pre-calculado, independente do tempo.

= Forgas totais = Peso + Empuxo + “Amortecimento” (= —BV, onde
B poderia ser matriz diagonal)

m Torque total = Torque liquido + “Amortecimento” (= —yw)

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Projeto: Parte II - Dindmica

Consideramos o mesmo corpo da Parte I. A posicao inicial é dada por
¢(0) e 6(0), a velocidade inicial é nula. Pede-se um c6digo que resolva
a dinamica com a superficie dada por uma fungado Z(xy, t) arbitraria.

Calculamos resposta a perturbagdes nos equilibrios calculados na
parte I, com Z(x1,t) = 0. Ajustar B e y para que o sistema seja
levemente amortecido.

Calculamos resposta a uma onda cuja frequéncia seja
menor/parecida/maior que as frequéncias de oscilagdo do
sistema (ponto anterior).
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Equacdes finais em 3D

m No caso 2D a orientagdo era um angulo 6(¢). Em 3D ela é dada

pela matriz Q(t).

m No caso 2D o tensor J é um numero constante. Em 3D é uma
matriz que varia com a orientagdo. Se Jy é o momento de inércia
na posigdo de referéncia,

J(t) = Q) HoQt)',

S
SO ol

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP)
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Observacoes

m Os graus de liberdade de rotagdo sdo 3, porém estamos
representando as rotacdes com uma matriz ortogonal (9
incégnitas!).

m O sistema depende fortemente de Q(t) ser ortogonal para todo .

m Exercicio: Prove que, se Q satisfaz dQ/dt = A(t)Q(t) com A(t)
antissimétrica, e Q(0) é ortogonal, entdo Q(t) é ortogonal V t.

m Quando se utiliza resolu¢do numérica, a matriz Q perde
ortogonalidade por erro de aproximacao!

m Exercicio: Provar que a aproximacao de Euler
Qn+1 = Qn + AtA, Qy faz que Q,, 1 ndo seja ortogonal, de fato

Qn+1Q;L-1 =1I- (AtAn)Z .
m Ambas dificuldades acima levam a preferir os quatérnions.
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Quatérnions

Quatérnions sdo uma melhor representacdo das rotagdes do que
matrizes.

m Um quatérnion é um par escalar-vetor g = [s, 7] cuja multiplicagdo
é definida como

[s,D][r,ii] = [sr—T-U,su+rv+7 x i

*

Conjugagdo: g* = [s, —0]. Também: (pq)* = g% p*.

Norma: [|q||* = q4* = s* + ||7]]*.
Inversa: g1 = g*/||q]|%.
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m Uma rotagdo de angulo 6 em torno de uma diregdo unitdria i é
representada pelo quatérnion unitdrio

o, . 0. . 0 .2, 00
Gom = lcos(y),sin(2) ), Ilg] = cos(5) +sin?(2) )P = 1

m Rotagdo de vetores: x = [0,X] = gxq* = [0,Qp; X]
m Composicao de rotagdes:

0,5] = [0,Q(7)Q(P)X] = [0,5] =4qp[0,X]p"q
Isto ¢, Q(gp) = Q(9)Q(p)-
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® A matriz associada a um quatérnion unitério g = [s, 7] é

1—-205—205 20103 —250v3 20103 +2502
Q@) =1 2v1v2+ 2503 1—20%—20% 20,03 — 257
20103 — 250, 20p03+2sv; 1—203 —203

m Em termos de quatérnions, a equagdo Q'(t) = A(@(t)) Q(f) se
reescreve

jlg _ % 0,@(t)] q(t)
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WP

¢ v 110,Q(4) 75 Q)" L] ¢
dlq|_| lo@lq | _| 2™ 0
at | P F S
I 7 i
7

m Representam a mesma fisica com menos incégnitas (13 em vez de
18).

m Sempre que g se mantenha unitdrio, ndo ha problema de Q(g)
deixar de ser matriz ortogonal (conveniéncia numeérica).

Q>

o = = = DA C
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O sistema é assim transformado em

y(t) =f(ty#),  ondey=(¢qp L)

Normalizar q.

Calcular V = /M.

De g, calcular Q(gq) (férmula matriz associada).

Calcular 7! = Q(9)J, 'Q(4)". Notar que J;* foi pre-calculado

Nno comego.
Calcular @ = J L.

@ Calcular F e T, fungdes de t e y.
flty) = (V,300,&)9,F, T)".

m D. Baraff. An introduction to physically based modeling. SIGGRAPH'97
Course Notes.

m M. Mason. Mechanics of Manipulation, 2010. Course Notes.
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Dindmica numérica

Equagdes finais da dindmica 2D —> Z—Z (t) = f(t,y(t))|onde

C1 pl/M
2 p2/M
e - T
= | TS BeR@e) -pipmM |
p2 F3(t,X(C,0)) — B2p2/M — Mg
L Th(t,X(¢,0)) — YL/ J

(F, F4) o empuxo, X(¢,8) as posigdes dos vértices do poligono
(X =2+ Q(8)(X —)), T" o torque hidrostatico.
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Solugdo numérica de y' = f(t,y)

m Seja Y () a solucdo exata de Y'(t) = f(t,Y(t)), Y(0) = Y".

m Métodos numéricos sdo receitas para calcular um conjunto de
vetores ¥, y!, ..., que aproximam sistematicamente Y(0), Y(t),
Y(t2), ..., para uma sequéncia de tempos t1, f, . ..

m Exemplo mais simples: Método de Euler com passo fixo definido
pelo usudério.

WY =Y, t=kAt, YT =yF+ Atf(t, )

E um método explicito porque ndo requer inverter f,como é na
versdo implicita y**1 = y* + Atf (e q, y<).
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m Nos métodos explicitos, o custo computacional estd na avaliacdo
da funcdo f. Para o método de Euler: 1 avaliacdo por passo.

m Esses métodos se tornam instdveis se At > ¢/Jr, comc~2e]J;0
maior autovalor em médulo da matriz Jacobiana de f.

m Por J; depender de y o limite de estabilidade pode apenas ser
adivinhado.

m Métodos Runge-Kutta constituem bons compromissos entre custo
(ntimero de avaliagdes de f) e precisio (||y* — Y (t)|))-

m A precisdo é usualmente avaliada pela ordem do método:
Iy = Y(t)|| < Catr.

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 82 /142



Métodos de Runge-Kutta e Tabela de Butcher

y”+1 :y"—|—At <b1k1+b2k2+...+bsks)

onde

ki = f(twy")
ky = f(ty+coAty" + At (ax1ky))
ks = f(tn + c3 At, ]/n + At (Elgl ki + az k2>)

C2 | a1
C3 | A31 asp

N
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Y =y At (b 4+ byko + ..+ bsks)
onde

ki = f(twy")
kh = f(fn + ¢ At, yn + At (El21 kl))
ks = f(tn+c3Aty" + At (az1 ki +azks))

K(:,1)=f(y(:,n),time(n)); ## ydot=f(y,t), notar inversdo de ordem
for m=2:nstage

tt=time(n)+c(m)*dt;

yy=y(:,n)+dt*K(:,1:m-1)*a(m,1:m-1)’;

K(:,m)=f(yy,tt);

endfor

ynew=y(:,n)+dt*K(:,1l:nstage)*b’;

time(n+1)=time(n)+dt;

dtime(n+1)=dt;

y(:,n+1)=ynew;

o «F = e D
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1 . . Runge-Kutta ordem 2
+ _
y" = y'+At <§ ki + 2 k2) Tabela de Butcher
. 0/0 0
ki = f(tnr]/ )
ko = f(ta+Aty" + Atky)

function [y time]=rk2(f,y0,t0,dt,nt)
time(1)=t0; y(:,1)=y0;

nstage=2;a=[0 0;1 0];c=[0; 1];b=[0.5 0.5];
for n=1:nt

K(:,1)=feval(f,y(:,n),time(n)); function f = foscil(y,t)
for m=2:nstage ome=1.;

tt=time (n)+c(m)*dt; f(D=y(2);
yy=y(:,n)+dt*K(:,1:m-1)*a(m,1:m-1)’; £(2)=-ome*omex*y(1);
K(:,m)=feval(f,yy,tt); end

endfor

y(:,n+1)=y(:,n)+dt*K(:,1l:nstage)*b’;
time(n+1)=time(n)+dt;
endfor

Q>

o = = = DA C
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m Resolvemos x’ = v, v/ = —x com x(0) = 0, v(0) = 1. A solugdo
exata é x(t) = sint, v(t) = cost.
0 1 o .
1 0 >, entdo Jr = 1 (autovalores +i),
limite de estabilidade At < 2.
> [y time]=rk2("foscil",[0;1],0,0.4,500);
> plot(time,y(1,:),"-o","linewidth",2)

m Matriz jacobiana = (

File Edit

o 0 100 150 200 0
Alg|p|r|2[ #5219

m A pouca precisdo leva a comportamento errado.
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Runge-Kutta de ordem 4

m Tabela de Butcher:

— NN O

A= O ONI= O
AN ONI= O O
AN = O O O
O O O O

m Mesmo cédigo do slide anterior, com
nstage=4;
a=[0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 O 1 0];
c=[0; 1/2; 1/2; 1];
b=[1/6 2/6 2/6 1/6];
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Comparagao

Comparamos RK2 com At = 0.4 e 0.2, e RK4 com At = 0.4.

>[yl timel]=rk2("foscil",[0;1],0,0.4,1000);
>[y2 time2]=rk2("foscil",[0;1],0,0.2,2000);
>[y4 timed]=rk4("foscil",[0;1],0,0.4,1000);
> plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,...
time2,y2(1,:),"-k","linewidth",2,. ..
time4,y4(1,:),"-r","linewidth",2)

> axis([0 400 -1.5 1.5])

File Edit

L5
ES |
o |
4 |
05 ‘||I‘|‘H

0 bl

| -‘I
05 R A e HER T l
| I Il
i 1 L I I

1

o

100 200 300 400

-L5

o
alg|p|rl?| 2223 6.1
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Qual é o At tal que a t = 800 a amplitude continua sendo ~ 1 com RK2?

>[yl timel]=rk2("foscil",[0;1],0,0.2,4000);

>[y2 time2]=rk2("foscil",[0;1],0,0.1,8000);

>[y4 time4]=rk2("foscil",[0;1],0,0.05,16000) ;
>plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,time2,y2(1,:),"-k",...
"linewidth",2,time4,y4(1,:),"-r","linewidth",2, ...
timel,sin(timel),"-g","linewidth",1)

> axis([750 800 -1.2 1.2])

File Edit

750 70 770 780 790
alg|p|r|2[ B3, e
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function f = foscilw(y,t)
ome=1.;f(1)=y(2);

if (y(1)>0) £(2)=-ome*omex*y(1);
else f£(2)=-100*ome*ome*y(1);
endif

Massa-mola com parede

end

>[yl timel]l=rk2("foscilw",[0;1],0,0.1,500);

>[y2 time2]=rk4("foscilw",[0;1],0,0.2,250);
>plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,time2,y2(1,:),"-r",...
"linewidth",2)

> axis([0 50 -.2 2])

File Edit

2

15+

&

os

4]

2 10 20 = e 2
Alg|p|r|2] [796.8, 06.9852]
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>[yl timel]=rk2("foscilw",[0;1],0,0.02,2000);

>[y2 time2]=rk4("foscilw",[0;1],0,0.04,1000);
>plot(timel,y1(1,:),"-b","linewidth",2,time2,y2(1,:),"-r",
"linewidth",2)

> axis([0 40 -.2 1.2])

File Edit

AlG|p|r|?] 4813, e.2s87)
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Ajuste automatico de passo

Ideia geral: Em cada passo de tempo,

m Calcular y"*! com dois métodos de diferente ordem.
Exemplo: RK2— "1, RK4— 21,

m Estimar o erro como a diferenca desses resultados.

e = Hyn+l _ Zn+1H

m Se (erro > tolerdncia) reduzir At e voltar a 1.

m Predizer um At adequado para préximos passos. Vamos supor
que o esquema de menor ordem é de ordem p, o “passo ideal” At,
daria erro igual a tolerancia.

1

oy L
e~ CAPTL e~ CAPTY = At ~ At (E)”“

At <— max (0.5At, min (2At,0.9At.))
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Embedded Runge-Kutta methods (ERKM)

m Para ajustar automaticamente At sdo precisos 2 métodos de
diferente ordem.

m Em geral, esses dois métodos requerem avaliacdes em pontos
diferentes.

m ERKM consegue construir os dois métodos maximizando o
nimero de pontos comuns.

m Sdo pares otimizados de métodos RK. Os mais utilizados sdo os
de Fehlberg, de Dormand-Prince, entre outros. Matlab e Octave
utilizam ERKM.
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Método de Dormand-Prince

0 0 0 0 0 0 0 0
F i 0 0 0 0 0 0
3 3 9
51 3 o 0 0 0 0 0
4 44 56 32
sl 8 R % 0 0 0 0
8 ‘ 19372 5360 64448 212 0 0 0
9 6561 2187 6561 729
1 ‘ 9017 _ 355 46732 49 __ 5103 0 0
3168 33 5247 176 18656
1 ‘ 35 0 500 125 _ 2187 11 0
384 1113 192 6784 84
‘ 35 0 500 125 — 2187 11 0
384 1113 192 6784 84
‘ 5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

H4 2 vetores b, o primeiro é de ordem 4, o segundo de ordem 5.
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Utilizando 1sode (Octave)

m A fungdo 1sode implementa as melhoras discutidas.
m Se especifica a funcdo e os tempos em que se deseja a solucao, At é
automatico.

T=[0:0.2:40];
[X, istate, MSG]l=lsode("foscilw",[0 1],T);

plot(T,X,"linewidth",2)

File Edit

30 40

Ala|p|r|?[  127.21, 8.79%
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Capitulo 2

Interfaces e tensao superficial
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Interfaces e tensdo superficial

m As moléculas em uma superficie fluida estdo menos ligadas que
aquelas no seio do liquido.

m F necessaria uma energia adicional para fazer crescer a area da
interface.

m Essa energia por unidade de superficie dE = ydS

Py

.
[N Water dro&

pode ser vista também como uma for¢a, ou tensdo superficial

dF = ydl x 1t = ydlv
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m A forga de tensdo superficial é equilibrada pelas forgas dos fluidos
adjacentes. O resultado é equivalente a uma forga (por unidade de
area) valendo y x 1.

m Se considerarmos apenas as forcas de pressao (e.g., caso
hidrostético), o balanco de for¢cas normais na interface é

Pinterior — Pexterior = Y K

onde x = 1/R; + 1/R, é a curvatura média da interface.

m A mesma equagdo é obtida minimizando a energia total
(gravitacional + capilar)

E:/ s / 10
(7dS + | pgz
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m Na presenca de uma superficie sélida, aparece um angulo de
contato, que é uma propriedade dos materiais envolvidos.

cos(G) _ YsL — YsG

i
m Essa equagdo também se deduz da minimizacdo da energia, agora
considerando também a energia das interfaces sélidas.

E:/ 7d5+/ 'ngdS—Ir/ 'ySLdS—l—/pgde
St Ssc Ss1. O
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(@) (b)
Tilted view of a
Syringe holder

Problema a estudar
Needle tip of _— Water vapor
pendant drop ey ~
Pendant drop Pendant drop surface
(continuously aerated)
Liguid within
the syringe
(T T camer)
Pendant drop
created right before
measurements

Climatic chamber environment:
fixed temperature
and relative humidity

¢
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Tomado de Portuguez et al (2017)
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Primeira parte: Equacdes diferenciais da superficie

m Uma superficie com simetria de
revolugdo pode ser descrita com duas
fungdes r(s) e z(s), onde s é a
coordenada de arco.

dr dz

I = cosf, R =sin6

* C2

m A curvatura média é dada por

‘— 1 n 1 _d6+sin0
o R] R2 - dS r Tomado de B. Lautrup (2010)

G. C. Buscaglia (LMACC-ICMC-USP) Mecéanica de Fluidos Computacional I 2017 102 / 142



Célculo de Ap e condi¢des de contorno

z wall
m Nao conhecemos o valor de d, mas
mesmo conhecendo, isto nio seria
suficiente para calcular pjn;. De fato, et r
Pint(s =0) = p(z =0) +pgd, ep(z = 0) . _
é desconhecido. liquid ac
m Entdo, vamos deslocar os eixos levandoa —d
origem (r = z = 0) a ponta da gota.
m Também, vamos tomar pext =0 e A liquid drop hanging from a
Pint (S — 0) serd um parametro livre Po- tube with strongly exaggerated
wall thickness. Any true con-
m Em qualquer s # 0 serd (hidrostatica) tact angle can be accommodated
Pint(8) = po — pgz(s). by the 180° turn at the end of

. the tube’s material. The apparent
m A interface pode chegar no extremo da contact angle y between the lig-

agulha com qualquer angulo, como uid surface and the horizontal can
explicado ao lado. in principle take any value.
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Forma matemadtica da gota

z wall
Uma forma parametrizada (r(s),z(s),0(s)) sa-
tisfaz o equilibrio mecanico de uma gota pen-
dente se: X /a g
r(0) =z(0) =6(0) =0 liquid air
dL > Otal que r(L) = a. —d

Para0 <s < L,
A liquid drop hanging from a

4 (s) = cosf(s) tube with strongly exaggerated

Z/(S) _ sin@(s) wall thickness. Any true con-

. tact angle can be accommodated

9/(5) _ Po *pgz(s) _ sinf(s) by the 180° turn at the end of

v r(s) the tube’s material. The apparent

contact angle y between the lig-

Dados: 4, po, 0,8, V- uid surface and the horizontal can

in principle take any value.
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Projeto - Gota pendente hidrostética

Se deseja calcular a forma exata de gotas de um certo liquido que
pendem de uma agulha de rddio a e espessura desprezivel. Em
especial se deseja um c6digo numérico que permita calcular:

O volume maximo Vmax que uma gota em equilibrio pode ter.

A curva d vs. V, da altura vertical da gota em fun¢do do volume.

A forma exata das gotas de volumes Vimax /3, 2Vmax/3 € Vinax-
Mostrar os resultados para agua a 20°C, com a igual a 0.1 mm e 1 mm.
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