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Calculo Numérico
[ Introdugéo

Tépicos

1. Método de Euler
2. Métodos de Taylor
3. Métodos de Runge-Kutta

4. Métodos tipo previsor-corretor
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Calculo Numérico

L Introdugéo

Introducao

Vamos estudar métodos numéricos para resolver o problema de

valor inicial para equagdes diferenciais ordinarias (EDO’s).

y’(t):dyd(tt):f(t,y(t)) Vtel=[t, TICR

junto com a condi¢do inicial

y(to) = yo
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Calculo Numérico

L Introdugéo

Exemplos de EDQ's: Populagao

Consideremos o equacido de primeira ordem

dy(t)
o - M
y(0) = w

AeR.
Neste caso, a funcdo f é linear:

f(t,y(t)) = Ay

mas, nao tem dependéncia explicita na varidvel independente t.
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Calculo Numérico

L Introdugéo

Exemplos de EDQO's: Exemplo ndo linear

Consideremos o problema de primeira ordem

dydgt) = 2+ y%(t)
y(0) = %

Neste caso, a fung¢do f é n3o linear e tem dependéncia explicita na
varidvel independente t:

f(t.y(1) = £+ y*(t)
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L Introdugéo

Exemplos de EDO's: Lotka-Volterra (Ecologia)

Agora, consideremos um sistema de duas equac¢des de primeira
ordem: Modelo de interacdo entre presas e predadores:

du(t) = f(u,v)=(a—pv)u Presa
dt
d‘;(tt) = f(u,v)=(du—~)v Predador

Com condigdes iniciais u(0) = ug e v(0) = vp.
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Calculo Numérico
[ Introdugéo

Exemplos de EDQ's:

Lotka-Volterra

I T

u: prey
~— v: predator

10
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Calculo Numérico

L Introdugéo

Exemplos de EDQ's: Péndulo

Aplicamos a lei de Newton para uma massa pendurada:

2
m€2dd0t(2t) = m0"(t) = —mg { sin (6(t))

em que

» m é a massa;

v

£ é o comprimento

v

0 é o angulo e 0" é a aceleracdo angular
g =9.81 m/s?

v

Esta é uma equacdo de segunda ordem, que podemos transformar
en duas equacdes de primeira ordem
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Calculo Numérico

|—Introdu<;5c>

Exemplos de EDQO's: Péndulo

Definimos:

yi(t) =6(t), ya(t) =6'(¢)

Ent3o, podemos escrever:

W = o) = = 0
Bt = 0'() = — 2 sin(0(t) = —wsin(n(t))
7

€
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Calculo Numérico

LIntrodu(;éo

Exemplos de EDQ's: Péndulo

Ent3o, podemos escrever:
y(t) = ya(t)

y(t) = —wsin(yi(t))
ou usando notacdo vetorial
yi(t) y2(t)
y(t) = = = f(t,y(1))
y5(t) —w?sin(yi(t))

Que é um sistema de duas equacdes ordinarias de primeira ordem!
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L Introdugéo

Exemplos de EDQ's: Péndulo

Com notagdo vetorial escreveremos em geral

y(©) = P9~ r(e,y(e)

em que precisamos uma condi¢do inicial y(0) = yo.

Por exemplo, para o caso do péndulo precisamos:

1(0) 0(0)
y(0) = =
¥2(0) 0'(0)

Isto é o angulo e a velocidade inicial da massa.
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L Introdugéo

Exemplos de EDQO’s: Movimento de planetas

O problema de interacdo gravitacional de um planeta com o sol é

descrito por:

() = -y :3((1;))
y'(t) = —v ryg,((?)

em que r(t) = /x3(t) + y?(t).

Este sistema pode ser transformado em um sistema de 4 equacdes
de primeira ordem — Fazer como execicio!
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Calculo Numérico

LIntl'odu(;?xo

EDQ'’s: Existéncia e unicidade de solucdes

Antes de comecar resolver equacdes numericamente, precisamos
saber se o problema que temos estd matematicamente bem posto!

Vamos considerar o problema
y'(t) = f(t,y(t) veel

y(0) = Yo

Temos um teorema cldssico que garante a existéncia e a unicidade
de solucdes.
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Calculo Numérico

L Introdugéo

EDQ'’s: Existencia e unicidade de solucdes

Teorema de Picard
Vamos supor que a fungdo f(t, y(t)) é

1. Continua com respeito aos dois argumentos.

2. Lipschitz continua com respeito ao seu segundo argumento,
i.e., existe uma constante positiva L tal que

[f(t,ya) = f(t,yp) S Llya—yb| VteEl, Vys,yp€R

Entdo a solugdo y(t) do problema (*) existe, € unica e
pertence a C(/).
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Calculo Numérico

L Introdugéo

EDQ'’s: Existencia e unicidade de solucdes

Teorema

Vamos supor que a fungdo f(t,y) seja definida num conjunto
convexo D C R?, se existir uma constante L tal que

of
dy
V (t,y) € D, entdo f satisfaz uma condigdo de Lipschitz em D na
variavel y e com constante de Lipschitz L.

<L

— )

(t,y)
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Calculo Numérico

|—Introdu<;5c>

Resolugcdo numérica de EDO's

» A idéia é gerar uma sequéncia de valores ty, t1,..., € uma
sequéncia correspondente de valores yg, y1, ... ,, tais que y,
aproxima a solucdo exata do problema em t,, i.e.,

}/n%)’(tn); n:071,...
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Calculo Numérico

L Introdugéo

Introducao

» Definimos o tamanho do passo como

h = th+1 — tn
As vezes, o passo h é chamado At ou dt.
Na maiora dos métodos que estudaremos, h serd considerado
constante, embora, em métodos mais sofisticados, o passo h é

varidvel, de tal forma de controlar a precisdo dos resultados de
maneira mais eficiente.
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Calculo Numérico
LMétcrdos de Euler

Método de Euler explicito

» E o método mais simples para resolver numericamente uma
EDO

> A ideia é definir pontos no intervalo de interesse:
a=ty <t <th<---<ty=>b, considerando um passo fixo
h= th+1 — tn

» Vamos avancar desde um ponto t, ao préximo t,41, passo por
passo.
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Calculo Numérico
|—Métc:dos de Euler

Método de Euler explicito

» Escrevemos:

Y () = M +O(h)

Mas, lembremos que y'(t) = f(t,y(t)), ent3o:

f(tm_)/(tn)) _ y(tn+1)h_ y(tn) + O(h)

y(tn+1) = y(ta) + hf(tn, y(tn)) + O(h?)
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|—Métc:dos de Euler

Método de Euler explicito

» O que motiva o método numérico:

Yny1 = Yn+hf(tn7Yn)

thy1 = th+h

Com condi¢do inicial y(ty) = yo.
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LMétodos de Euler

Método de Euler explicito

» Para um sistema de varias equacdes de primeira ordem
escreveriamos

Yn+1 = Yn+hf(tn7Yn)

th+1 = th+ h

Com condi¢3o inicial y(tp) = yo.
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Calculo Numérico
LMétodos de Euler

Método de Euler explicito: Exemplo

Vamos resolver o problema mais simples:

y'(t) =f(t,y) =Xy

A € R e com condigio inicial, y(0) = yp.
Neste caso a solugcdo exata é conhecida

y(t) =yoeM

Podemos testar o método numérico e comparar com a solucao
exata!
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Calculo Numérico
|—Métodos de Euler

Método de Euler explicito: Exemplo

Dados to, Yo, para n = 0,1,...
Yo+l = Yo+ hf(tn,yn) =yn+hAyn=(1+hA)yn

tn—i—l = t)+ h
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Calculo Numérico
|—Métc:dos de Euler

Método de Euler explicito: Exemplo 1

clear ;
#Time interval
t0 = 0.0; tf = 10.0;

#Initialization
y0O = 4.0; h = 0.02; lambda = -1;
t(l) = t0; y(l) = y0; yexact(l) = y0;
n=1;
while t(n) <= tf
y(n+l) = (1.0 + hxlambda)*y(n);

t(n+l) = t(n) + h;
yexact (n+l) = yOxexp (lambdaxt (n+l));
n=n+1;

end

plot (t,yexact,"-+1;Exact;", t,y, "-x4jExplicit Euler;");
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Calculo Numérico
|—Métc:dos de Euler

Exemplos de EDQO's: Péndulo

Lembremos o sistema de duas equacdes ordinarias de primeira
ordem para o péndulo:

y1(t) y2(t)
y'(t) = = = f(t,y(t))
y3(t) —w?sin(y1(t))
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Calculo Numérico
|—Métc:dos de Euler

Método de Euler explicito: Exemplo 2

clear ;

$Time interval

t0 = 0.0; tf = 15.0;
$Initialization

y0(l) = pi/2.1; % Initial angle
y0(2) = 0.0; % Initial velocity

%Step size

h = 0.00025;

n=1;

t(l) = t0;

y(:,1) = y0;

while t(n) <= tf
y(:,n+l) = EulerExplicit(t(n), y(:,n),
t(n+l) = t(n) + h;
n=n+1;

end

plot(t,v(l,:), "-5;Explicit Euler;");

@funcpend) ;
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Calculo Numérico
|—Métc:dos de Euler

Método de Euler explicito: Exemplo 2

function [ynew] = EulerExplicit(t, yold, h, funcyp)
ynew = yold + hxfuncyp(t, yold)';
end
function [yp] = funcpend(t, vy)
g = 9.81;
length = 1.0;
omega?2 = g/length;
yp(l) = y(2);
yp(2) = -omega2 x sin(y(l));
end
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LMétodos de Euler

Método de Euler implicito

> Este método é mais “estdvel’ como veremos depois.

> Agora , €screvemaos:

yl(tn+1) _ y(tn+1)h y(tn) + O(h)

Mas, lembremos que y'(t) = f(t,y(t)), entdo:

_)/(tn+1) - y(tn) + O(h)

f(tn+1,y(tn+1)) = h

= y(tnt1) = y(ta) + hf(thir, y(tat1)) + O(hz)
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|—Métodos de Euler

Método de Euler implicito

» O que motiva o método numérico:

Yn+1 = Yn+hf(tn+17)’n+1)

thy1 = th+h

Com condic3o inicial yp.
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LMétodos de Euler

Método de Euler implicito

Mas, agora qual é o problema?

A incégnita y, 1 aparece tanto do lado esquerdo como do lado
direito ...

Se a fungido f(t,y) for ndo linear no seu segundo argumento =
precisaremos resolver, em cada passo, a equac¢do nao linear:

Ynt1 = Yn — hf(tai1,¥nr1) =0

para achar y,11, n=0,1,... — Isto é mais costoso!
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Calculo Numérico
LMétodos de Euler

Método de Euler implicito

» Para um sistema de vdrias equagdes de primeira ordem
escreveriamos

Yni1 = yn+hf(tn+1aYn+l)
th+1 = th+h

Com condi¢3o inicial y(tg) = yo. Neste caso precisaremos

resolver um sistema de equagdes nado lineares!

Yn+1 —Yn— hf(tn+1>Yn+1) =0
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|—Métc:dos de Euler

Método de Euler implicito: Exemplo 1

Por enquanto, voltemos ao exemplo simples:

y'(t)=f(t,y)= Ay

A € R e com condigdo inicial, y(0) = yo,
cuja solugdo exata era:

y(t) =y et
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LMétodos de Euler

Método de Euler implicito: Exemplo 1

Dados ty, yo, paran=20,1,...
Yn+1 = Yanth f(tn—i—l,)/n—i-l) =Yn+hAyn1
tn+1 - tn + h

Afortunadamente, este problema é linear, pois f = Ay é uma
func3do linear na varidvel y
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LMétodos de Euler

Método de Euler implicito: Exemplo 1

Dados tg, yo, paran=0,1,...
Ynt1 = Yn+ h)\)/n+1 = Yn+1 = Yn
1—hA
tn+1 - tn + h

Afortunadamente, este problema é linear, pois f = Ay é uma
func3o linear na varidvel y
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|—Métc:dos de Euler

Método de Euler implicito: Exemplo 1

clear ;
#Time interval
t0 = 0.0; tf = 10.0;

#Initialization

y0 = 4.0; h = 0.02; lambda = -1;

t(1l) = t0; y(1) = y0; yexact(l) = y0;
n = 1;

while t(n) <= tf
y(n+l) = y(n) / (1.0 - hxlambda);

t(n+l) = t(n) + h;
yexact (n+l) = yOxexp (lambdaxt (n+l));
n=n+ 1;

end

plot (t,yexact,"-x1;Exact;", t,y, "-%3;Implicit

Euler;");
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LMétodos de Euler

Método de Euler implicito: Exemplo 2

Para o sistema:

y1(t) y2(t)
y'(t) = = = f(t,y(t))
Ya(t) —w?sin(y1(t))

Ap6s discretizar com Euler implicito, vamos resolver um sistema de
duas equacgdes ndo lineares

Yn+1 — ¥Yn — hf(thrlaYnJrl) =0

D)1 — )n — h(y2)nt1 =0

(v2)ni1 — (2)n 4+ hw?sin((y1)nr1) = O
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|—Métc:dos de Euler

Método de Euler implicito: Exemplo 2

clear ;

$Time interval

t0 = 0.0; tf = 3.0;
%$Initialization

y0(l) = pi/2.1; % Initial angle
y0(2) = 0.0; % Initial velocity
%Step size

h = 0.25;
n=1;
t(l) = t0;

y(:,1) = y0;

while t(n) <= tf
y(:,n+l) = EulerImplicit(t(n), vy(:,n), h,
t(n+l) = t(n) + h;
n=n+ 1;

end

plot(t,yv(1l,:), "—-*1;Implicit Euler;");

@funcpendjac)
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|—Métc:dos de Euler

Método de Euler explicito: Exemplo 2

function [ynew] =

TOLF = 1.0E-12;

EulerImplicit (t, yold, h,

MAXIT = 3;

error = TOLF + 1.0;

iter = 0;

y = yold;

while (error > TOLF && iter < MAXIT)
[res, Jjac] = funcyp(t, h, yold, y);
ynew = y - Jjac\res;
error = norm(res);
y = ynew;
iter = iter + 1;

end

end

funcyp)
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|—Métc:dos de Euler

Método de Euler explicito: Exemplo 2

function [res, jac] = funcpendjac(t, h, yold, vy)
g = 9.81;
length = 1.0;
omega?2 = g/length;

res = zeros(2,1);
res(l) = y (1) - yold(l) — h x y(2);
res(2) = y(2) - yold(2) + h » omega2 = sin(y(1l));

jac = zeros(2,2);

jac(l,1) = 1.0;

jac(l,2) = -h;

jac(2,1) = h % omega2 x cos(y(1l));
(

jac(2,2) = 1;

end
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LMétodos de Euler

Método Trapezoidal implicito

Uma forma interessante de obter ele é assim:

P ey®) = )=y + [ ey

que usando a regra do trapézio para integrar, motiva o método
numérico

h
By [f(t,,,y,,) + f(tn+17_)/n+1)]

Yn+1 = Yn+ 5

ja que h =ty — tp.

Este método é uma combinacdo dos anteriores.
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LMétodos de Euler

Método «

Uma generelizagdo do anterior seria, definindo um parametro «,
0<a<l:
Yot1 = Yo+ h [(1 = a)f(tn, yn) + a f(tar1, yni1)]
Entao,
» Euler explicito - a =20
» Método Trapezoidal implicito = a = %

» Euler implicito > a =1

41 /119



Calculo Numérico
LMétcrdos de Euler

Exemplo

Apliquemos o método o novamente para o problema simples:

Y'(t)=1f(t,y) =Xy, y(0)=yo

Yor1 = Yo+ h[(1—a)f(tn,yn) + af(tar1, ynr1)] =
= Yo+ h[(1 = )Ayn + aAyni1]

= Ynt1 —ah\ypi1=yn+ (1 - a) hXyn

1+(1—a)hA

Yt = h A
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Método «

clear ;

#Time interval

t0 = 0.0; tf = 10.0;
#Initialization

n=1;
while t(n) <= tf
t(n+tl) = t(n) + h;

n=n+1;
end

plot (t,yexact, "-x1;Exact;",

y0 = 4.0; h = 0.5; lambda = -1;
alpha = 0.5;
t(1l) = t0; y(1) = y0; yexact(l) =

trY!

vO0;

y(n+l) = y(n) « (1.0 + (1.0-alpha)+hxlambda)
(1.0 - alphaxh*lambda);

yexact (n+l) = yOxexp(lambdaxt (n+l));

"-x4;alpha =

/
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Método Trapezoidal explicito

Partimos do método Trapezoidal implicito:

h
5 [f(tn, ¥n) + f(tnt1, Yor1)]

Agora, fazemos a aproximagdo: Yni1 = y¥n + hf(tn,yn), 0 que leva
ao método:

Ynt1 = Yn+

h
Yn+1 =Yn+ > [f(t,,./y,,) + f(tn+17}/n +h f(tn7Yn))]
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Analise dos métodos

Temos que definir certos conceitos importantes:

» Convergéncia;
» Consisténcia;

» Estabilidade;
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LMétodos de Euler

Analise dos métodos

Consideremos um método geral de um passo:

Yn+1 = Yn + hcb(tmynvyn—i-l: h)

Se ®(...) depende de y,.1, entdo, o método é chamado de
implicito, em caso contrdrio, de explicito.
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LMétodos de Euler

Andlise dos métodos: Exemplos

» Método de Euler Explicito:
(D(tmym)/n—&-la h) = f(tn,}/n)

» Método Trapezoidal explicito:
(D(tna}/na}/n+1a h) = %[f(tna}/n) =+ f(tn + h, yn + hf(tna}/n))]

» Método Trapezoidal implicito:
&(tn, Yn, Ynt1, h) = %[f(t,,,yn) + f(tn+ h, yni1)]
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Erro de truncamento

Definimos o erro de truncamento como:

~ Y(tny1) — y(tn)
= YAint1) = VAtn) ; )

em que, lembremos, y(t) é a solugdo exatal

n(t) (t,y(tn), y(tnt1), h)

Ou seja, é o erro feito ao inserir a solucdo exata no esquema
numérico proposto!
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Calculo Numérico
LMétodos de Euler

Erro de truncamento

Para um método razodvel, esperamos que |7,| — 0 quando h — 0.

Ja que:

Iimh—)O%(y(tn-‘rl) —y(tn)) = f(t, y(tn))

Isto motiva a definicido de consisténcia:
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Consisténcia

Um método de um passo diz-se consistente com o problema (*) se:

Iimh—)0¢(t7y(tn)7y(tn+l)7 h) = f(tay(tn))
V n,y € R e toda fungdo f com 9f /0y limitada.
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Ordem de consisténcia de um método

Um método de um passo tem ordem de consisténcia p se
n = O(hP)

V n,y € R e toda funcdo f com derivadas com respeito a y até
ordem p limitadas.
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Calculo Numérico

- Métodos de Euler

Definicoes de Erro

» Erro global: é a diferenca entre a solugcdo exata num
determinado tempo e a solucdo do método numérico:

€n :)’(tn) —Yn

» Erro num passo: é o erro feito avancando um passo do
método numérico a partir de uma condicdo inicial que
coincide com a soluc3o exata:

&n = }/(tn) - [)/(tn—l) + hq)(tn—hy(tn—l)’ h)]
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LMétodos de Euler

Exemplo 1: Ordem do método de Euler explicito

Calculamos o erro de truncamento:

g = USRI gty (8. t0s0),

Mas, considerando o desenvolvimento de Taylor:

h? h3
y(tn +h) = y(ta) + hy'(ta) + = y" (ta) + & v (tn) + - ..

2

Resulta

2 3
() +hy (t) + 5y () + 2y (ta) + .. — y(tn)
o h

n

— ®(tn,y(ta), h)
N————

f(tn,y(tn))

h h
= 7n = y'(tn) — f(tn, y(tn)) +§y”(t,,) +T.0S. = 5 y"(tn) + T.O.S.
P e ——

0
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Exemplo 1: Ordem do método de Euler explicito

Finalmente, resulta:

1
7 102

1
h+T.0S <= "(t,) || h
+ Os_ztgggf;))lly( ) |l

|7 l[<ch
Sendo ¢ uma constante positiva independente de h e t.

Teorema

O método de Euler Explicito é consistente de ordem 1.
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Exemplo 2: Ordem do método a

Calculamos o erro de truncamento:

_ y(tn + h) — y(tn)

B —¢(t,,,y(tn),y(tn+1)vh)

Tn
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Exemplo 2: Ordem do método a

Calculamos o erro de truncamento:

_ y(tn + h) — y(tn)

B —¢(t,,,y(tn),y(tn+1)vh)

Tn

Agora temos

S(tn, y(tn), y(tnt1), h) = (1 — a) f(tn, y(tn)) + a f(tat1, y(tnt1))
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Exemplo 2: Ordem do método a

Calculamos o erro de truncamento:

_ y(tn + h) — y(tn)

p — &(tn, y(tn), y(tat1), h)

Tn

Agora temos

®(tn, y(tn), y(tas1), h) = (1 — @) F(tn, y(tn)) + @ F(tns1, ¥ (tn+1))

34 que y'(t) = F(t,y(1)):

O(tn, y(tn), ¥(tas1), h) = (1 = @) y'(tn) + oy’ (tns1)
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Exemplo 2: Ordem do método a

Calculamos o erro de truncamento:

_ y(tn + h) — y(tn)

p — &(tn, y(tn), y(tat1), h)

Tn

Agora temos

®(tn, y(tn), y(tas1), h) = (1 — @) F(tn, y(tn)) + @ F(tns1, ¥ (tn+1))

34 que y'(t) = F(t,y(1)):

®(tn, y(tn), y(tns1), h) = (1 — @) y'(tn) + oy’ (tnt1)
Consideramos os desenvolvimentos de Taylor:
h? h?
y(tn+ h) = y(ta) + hy'(tn) + ?y//(tn) + 3 Y (ta) + ..

h2
Y'(tn+ h) = y'(ta) + hy" (tn) + ) y"(ta) + ...
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Exemplo 2: Ordem do método a

Inserimos o desenvolvimento para y(t, + h) e a definicdo de ®:

2 3
_ y(ta) +hy () + 5y (ta) + 5 v (t0) + ... — y(tn)

S (L= @)y'(8) — oy (tni)

n
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Exemplo 2: Ordem do método a

Inserimos o desenvolvimento para y(t, + h) e a definicdo de ®:

2 3
y(tn) + hy'(ta +Lyll(tn)+Lylll(tn)+~-~_Y(tn)
S LA AL s — (1= )y () — @/ (tas1)
o ﬁ 7 Ij " _ _ ’ _ ’
Tn = y'(tn) + 57 (tn) + 6V (tn) +...— (1 —a)y'(tn) — ay'(tat1)

60/119



Calculo Numérico
I—Métc:dos de Euler

Exemplo 2: Ordem do método a

Inserimos o desenvolvimento para y(t, + h) e a definicdo de ®:

2 3
y(ta) + hy'(ta) + 5 v (ta) + 2y (ta) + ... — y(tn)
n = 2 h e — (1—a)y'(tn) — ay'(tns1)
o ﬁ ” Iﬁ 1" _ _ ’ _ ’
Tn = y'(tn) + 57 (tn) + 6V (tn) +...— (L= a)y'(tn) — ay'(tn+1)

Inserimos o desenvolvimento para y'(t, + h)

h h?
=y (ta) + 5 vy (tn) + Ey”’(t,,) +ooo— L—a)y'(tn) —

2
aly/ (1) + " (1) + oy (1) . ]
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Exemplo 2: Ordem do método a

Agrupamos

= (1= (1—a)—a)y'(t)+h (% - a) V() + "; (% - a) V" (ts) + T.O.5.
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Exemplo 2: Ordem do método a

Agrupamos

= (1= (1—a)—a)y'(t)+h (% - a) V() + "; (% - a) V" (ts) + T.O.5.

Finalmente

h? (1
Th=nh (5 —a) vy (tn) + > (5 —a) y"(tn) + T.O.S.
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Exemplo 2: Ordem do método a

Agrupamos

mm=(1—(1—a)—a)y(t))+h G - a) v (tn) + ”; (% - a) y"(ts) + T.O.S.

Finalmente
1 /1
Th=h <7 —a) y'(tn) + > (5 —a) y"(t,) + T.OS.

Teorema

. . . I .
O método « é consistente de ordem 1 se o # 5 e é consistente de

dem 2 =-.
ordem 2 se & = 7
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Convergéncia

Um método numérico diz-se convergente se:

ly(tn) — yal < C(h)

V' n=0,...,N, em que C(h) é infinitessimal com respeito a h
quando h tende a zero.

65/119



Calculo Numérico
LMétodos de Euler

Ordem de convergéncia

Teorema

Um método de um passo que é consistente de ordem p, em que
é Lipschitz em y e é zero-estdvel, é convergente de ordem p, i.e.,
dc > 0, tal que |e,| < ch”.

~~

O(hP)

Temos que estudar o conceito de estabilidade, mas, antes
verifiqguemos se os métodos estudados tem a ordem tedrica
esperada.
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Ordem de convergéncia

# set up variables (see complete code)
alpha = 0.5;

h(l) = 1.0;

for k=1:10 % Loop over values of h
t(l) = t0; y(l) = y0; % Initial condition
n=1;

while t(n) <= tf % Loop over time steps
y(n+tl) = y(n) = (1.0 + (1.0-alpha)+h(k)xlambda)
/ (1.0 - alphaxh(k)+lambda) ;
t(n+l) = t(n) + h(k);

n=n+ 1;
end
yexact (n) = yOxexp (lambdax*t (n));
error (k) = abs(yexact(n) — y(n));
h(k+1) = h(k) / 2;

end
xlabel ("h"); ylabel ("Error");
loglog (h(1:10),error, "-%3;alpha=0.5;")
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Estabilidade absoluta

Que acontece quando consideramos intervalos n3o limitados?
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Estabilidade absoluta

Que acontece quando consideramos intervalos n3o limitados?

Voltamos ao problema simples de decaimento exponencial:

dy(t)
—= = -y, A>0
dt d
y(0) = Yo
cuja solucdo exata era y(t) = ype . Claramente, quando
t — o0 a solugdo y(t) — 0

O conceito de estabilidade absoluta estd relacionado com a
possibilidade, de que o método numérico consiga reproduzir esse
comportamento.
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Estabilidade absoluta

Aplicamos novamente o método de Euler explicito:

Dados tg, yo,

Yn+1

= Yn+1

paran=0,1,...

Yn+h f(tm)/n) =yn—hAy,
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Estabilidade absoluta

= para reproduzir o comportamento esperado, i.e., que a solugdo
tenda para zero quando n — co, precisamos que

[1-hA <1 = —-1<1-hA<1

de onde surge a condi¢do

O0<hA<?2

2

_— h<—.

= VYn+l = 0 se < \

que ¢ a definicdo de estabilidade absoluta para este caso. Para

outros métodos a condicdo podera ser diferente.
71/119



Calculo Numérico
LMétodos de Euler

Estabilidade absoluta

Como fazer com outras equagdes e no caso de sistemas, para
escolher h em métodos explicitos?

y = f(t,y)

y(0) = yo

2 .
Regra pratica: Escolher h < Y A sendo o autovalor de maior

mddulo de 87y
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Método de Euler explicito: Exemplo 1

clear ;
#Time interval
t0 = 0.0; tf = 10.0;

#Initialization
y0O = 4.0; h = 0.02; lambda = -1;
t(l) = t0; y(l) = y0; yexact(l) = y0;
n=1;
while t(n) <= tf
y(n+l) = (1.0 + hxlambda)*y(n);

t(n+l) = t(n) + h;
yexact (n+l) = yOxexp (lambdaxt (n+l));
n=n+1;

end

plot (t,yexact,"-+1;Exact;", t,y, "-x4jExplicit Euler;");
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Métodos de Taylor
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Métodos de Taylor

Lembrando o teorema de Taylor, que de fato ja temos usado

muitas vezes:
2
2

Y(tn+ ) = y(tn) + hy' () + = y"(t2) + ..

definindo

P
p(tn, y(tn)) Z

resulta

y(ta+ h) = y(tn) + h Tp(ta, y(ta)) + O(hP*1)
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Método de Taylor

Notemos que y'(t,) = f(tn, y(tn)), entdo:
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Método de Taylor

Notemos que y'(t,) = f(tn, y(tn)), entdo:

Yy = f
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Método de Taylor

Notemos que y'(t,) = f(tn, y(tn)), entdo:

y'it) = f
py = 2L

_ _— = I=
Sot oy Y =RALS
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Método de Taylor

Notemos que y'(t,) = f(tn, y(tn)), entdo:

Yyt = f

of  Of dy
"t) = fl="4+—2=f+Fy =f+ff
y() ot Tay o Y TREL
y"’(t) — f":ftt+2ﬂyy’+fyy"+fyy(y')2

= fu+2fyy +fy, P+ 16, (R+£f)

Definindo o operador D = (% + fai)
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Método de Taylor

Podemos escrever

2
Yot B) = y(ta) + Dty (1)) + 1 Pt y(8)) + .o+
p+1
+ o 6 y(E0)

Se consideramos o método numérico:

Yn+1 = Yn + h Tp(tna)/n)

em que

h
TP(tna)/n): f(tnaYn)+§f/(tn7yn) + o+

O erro de truncamento sera: O(hP).
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Método de Taylor

» O método de Euler explicito é o método de Taylor de ordem
1.

» Estes métodos sdo explicitos, entdo existird uma restricdo de
estabilidade a ser respeitada.

» Uma desvantagem, é a necessidade de calcular todas as
derivadas da fungdo f.
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Método de Taylor: Exemplo

dy(t)

= = y—t2+1
p y-trt

y(0) = 0.5

A funcdo f(t,y(t)) =y —t>+1

Vamos calcular as derivadas:

82 /119



Calculo Numérico
|—Métc:dos de Euler

Método de Taylor: Exemplo

f = y—t>+1

o= (g—i-fi)(f):y—tz—%—i-l

ot dy
0 0
f// = _— —_— / = —_— 2 — —
(8t+f6y)(f) y—t-—=2t—1
0 0
f”’ — e s mn _ ., _ 2 -
(8t+f8y)(f) y—t-—2t—1

Como exercicio, fazer as contas e verificarlo!
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Método de Taylor: Exemplo

» O método de Taylor de ordem 2 seria:

h
Yot1 = Yn+hTo(tn,yn) = yn + h[f(tn, yn) + 2 f,(tmyn)]
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Método de Taylor: Exemplo

» O método de Taylor de ordem 2 seria:

h
Yot1 = Yn+hTo(tn,yn) = yn + h[f(tn, yn) + 2 f,(tmyn)]
2

h
= Yn+h(Yn_tr%+1)+?(Yn_t121_2tn+1)
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Método de Taylor: Exemplo

» O método de Taylor de ordem 4 seria:

h
Ynt1 = Yant+h T4(tn7)/n) =yn+h [f(tna}/n) + 5 f/(tna)’n)

h2 1! h3 11
+ Ef (tn,yn)+ﬂf (tn,yn)] =
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Método de Taylor: Exemplo

» O método de Taylor de ordem 4 seria:

h
Ynt1 = yn+ h T4(tna}/n) =yn+h [f(tm}/n) + 5 f/(tna)/n)
h2 " h3
+ Ff (tna)/n) + ﬂf/”(tna}’n)] =
2 h2 2
= yn+h(yn_tn+l)+?(yn_tn_2tn+l)
3 4

h
+€(yn - ts — 2ty — 1) + ﬁ(}’n — t,% —2t, — 1)
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Métodos de Runge-Kutta

Um método explicito de Runge-Kutta de r estagios é um método
da forma:

Ynt1 = yYn+t ho,
em que

¢, = akitok+--+ck
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Métodos de Runge-Kutta

Um método explicito de Runge-Kutta de r estagios é um método

da forma:

em que

k1
ko
k3
Ka

Ynt1 = yYn+t ho,

¢, = aki+ok+---+ck

(t,y)

f(t+azh,y+ hpa ki)

f(t+azh,y+ h(Bs1 ki + P32 k2))
f(t+ash,y+ h(Bar ki + Ba2 ko + Pa3 k3))

f'

f(t + (073 h:y + h (/Brl kl + -+ Br,r—l kr—l))
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Métodos de Runge-Kutta

Dependendo do valor dos coeficientes:
> o, i=1,23,...r
> B, 2<i<r—1, 1<) <.

Teremos diferentes métodos de Runge-Kutta (RK).

Estes métodos estao disenhados para ter a mesma ordem de
convergéncia que os métodos de Taylor, mas, a sua implementacao
é mais simples, j& que n3o precisamos calcular as derivadas de f.
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Métodos de Runge-Kutta: RK1

Este coincide com o método de Euler explicito ou com o método
de Taylor de ordem 1, i.e.,

Ynt1 = Yanthahk
> r = ]_
> k= f(tm)/n)y a=1

Ynt1 = y,,—i—hf(t,,,y,,)
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Métodos de Runge-Kutta: RK2

Este método de ordem 2, coincide com o método Trapezoidal

explicito:
Ynt1 = yYn+ h (Cl ki + o k2)
> r=2
1
> k]_ = f(tn,yn), 1 = 5

1
> ky = f(tn+h7yn+hk1), Co = E

h
Ynt1 = Yn+t E [f(tm)/n) + f(tn +hyn+h f(tm}/n))]
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Métodos de Runge-Kutta: RK2

Este método de ordem 2, coincide com o método Trapezoidal

explicito:
Ynt1 = yYn+ h (Cl ki + o k2)
> r=2
1
> k]_ = f(tn,yn), 1 = 5

1
> ky = f(tn+h7yn+hk1), Co = E

h
Ynt1 = Yn+t E [f(tm)/n) + f(tn +hyn+h f(tm}/n))]
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Métodos de Runge-Kutta: RK2 - Exemplo

Consideramos y' = f(t,y) = t> + y2, y(0) = yo:
n=20,1,...

ki = t24y?
ko = (to+h)2+ (yn+ hk)?

h
Y+l = Yn+ > (ki + ko)
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Métodos de Runge-Kutta: RK4

Este método é de ordem 4 e se escreve:

Ynt1 = Ynt+h(ciki+ cako+ c3 ks + caka)
» r=4 1
> ki = f(tn, yn), a=g
> ky=f(ta+ 3 h,yn+ 3 hki), cz:%
> k3 =Ff(tn+ 3 hyn+ 3 hka), C3:%
> kg = f(th+ h,yn+ hks), C4:é

h
Yyl = yn+6(/<1+2/<2+2/<3+k4)
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Métodos de Runge-Kutta

Em geral se verifica:

» O método é consistentese ¢ci + o+ - +¢ =1

» Para os métodos de ordem maior do que 1, se deve verificar:

i1
ai = > y_71 Bie

97/119



Calculo Numérico
LMétcrdos de Euler

Métodos de Runge-Kutta

Para estudar a estabilidade, vamos considerar o exemplo do
decaimento exponencial y/'(t) = —=Ay, A > 0 e o método RK4

h
Yntl = Yn 6(k1+2k2+2k3+k4)
= <1—h)\+ (h\)? — (h)\)3 (h)\)4>
= F(h\)y,

Precisa-se estudar os valores de h A para os quais |F(h\)| < 1, no

2.7
caso, se verifica h < TS
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Métodos de Runge-Kutta: RK4

clear ;
#Time interval
t0 = 0.0; tf = 10.0;

#Initialization

y0 = 4.0; h = 1.0; lambda = 1;

t(l) = t0; y(1) = y0; yexact(l) = y0;
n=1;

myfile = fopen ("rké4.dat", "w");
while t(n) <= tf

k1l = -lambdaxy (n);

k2 = -lambdax* (y(n) + (h/2)xkl);
k3 = -lambdax* (y(n) + (h/2)+*k2);
k4 = -lambdax (y (n) + hxk3);;

y(n+tl) = y(n) + (h/6.0)* (k1 + 2+k2 + 2%k3 + k4);
t(n+l) = t(n) + h;
yexact (n+l) = yOxexp (-lambdax*t (n+l));

fprintf (myfile, "%f %f \n", t(n), y(n));
n=n+1;

AanrnA
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Métodos tipo Previsor-Corretor

A idéia é reduzir a complexidade que surge ao utilizar métodos
implicitos, em que precisa-se aplicar um método para resolver
equacgdes nao lineares.

Para ver isto, consideramos o exemplo do método trapezoidal
implicito:

h
Yn+1 =Yn+ 5 [f(tna)/n) + f(tn+1;)/n+1)]
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Consideremos:

> Previsor: Usar o método de Euler explicito para gerar uma
aproximacgao:

Var1=ynth f(t,,,y,,)

102/119



Calculo Numérico
LMétcrdos de Euler

Métodos tipo Previsor-Corretor

Consideremos:
> Previsor: Usar o método de Euler explicito para gerar uma
aproximacao:
)7n+1 =Yn+ h f(tm)/n)

» Corretor: Usar essa aproximagcdo no método trapezoidal:

h -
Yn+1 = Yn + 2 [f(t,,,y,,) + f(tn+1a)/n+1)]
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Consideremos:
> Previsor: Usar o método de Euler explicito para gerar uma
aproximacao:
Vo1 = Yn+ h f(tn; Yn)

» Corretor: Usar essa aproximagcdo no método trapezoidal:

h -
Yn+1 = Yn + 2 [f(t,,,y,,) + f(tn+1a)/n+1)]

Este é o método que foi introduzido anteriormente como método
Trapezoidal explicito!
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Isto poderia ser feito de maneira iterativa também:

1. Previsor: y,(,‘fl =Y+ hf(tn,yn)
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Isto poderia ser feito de maneira iterativa também:
1. Previsor: y,(gr)l = Yn+ hf(tn, yn)
2. k=0
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Isto poderia ser feito de maneira iterativa também:

1. Previsor: y,(,‘fl = Yn+ hf(tn,yn)

2. k=0
3. Corretor: y,(,ﬁl) =y, + g [f(t,,,y,,) + f(tn+1,yr(,f(|_)1)]
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Isto poderia ser feito de maneira iterativa também:

1. Previsor: yﬁi)l = Yn+ hf(tn,yn)

2. k=0
3. Corretor: y,(,,:{l) =y, + g f(tn, yn) + f(t,,+1,y,(,i)1)]

(k+1) (k)
4 Se |yn+1 — Ypi1
' (k+1)
|yn+1 |
caso contrario, aceitar y( +1)

k
n+1
passo.

> TOL = k < k+1 e voltar para 3. Em

COMO y,11 € passar ao préximo
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Usando diferentes métodos explicitos como previsores (p.e., Euler
explicito, Taylor, etc.) ...

e diferentes métodos implicitos como corretores: (p.e. Método do
Trapézio, Simpson, multipasso, etc),

... teremos diferentes métodos de tipo Previsor-Corretor
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Métodos tipo Previsor-Corretor

Varios métodos de tipo previsor-corretor aparecem no contexto dos
chamados métodos multipasso:

A idéia de um método multipasso é melhorar a precisao também

utilizando os valores y,,, v,-1, ¥Yn—2,..., Yn—p € calculando os
polindbmios interpoladores que passam por esses pontos.
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Métodos Multipasso

» Adams-Bashforth de 3 passos: Este é explicito e de ordem 3
Dados yo, y1, y2, paran=23, ...

h
Ynt+1 = yn+ﬁ [23 f(tm}’n) —16 f(tn—la}’n—l) +5 f(tn—2a)’n—2)]
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Métodos Multipasso

» Adams-Bashforth de 3 passos: Este é explicito e de ordem 3
Dados yp, y1, Yo, paran=2,3,...

h
Yn+1 = yn+ﬁ [23 f(tna}/n) - 16 f(tn—ly}/n—l) +5 f(tn—27)/n—2)]

» Adams-Bashforth de 4 passos: Este é explicito e de ordem 4
Dados yo, y1, y2, ¥3, para n=3,4,...

h
Yn+e1 = Yn+ E [55 f(tna}/n) —59 f(tn—lv}/n—l) + 37 f(tn—27}/n—2)
—9f(ta-3,¥n-3)]
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Métodos Multipasso

» Adams-Moulton de 2 passos: Este é implicito e de ordem 3
Dados yp, y1, paran=1,2,...

h
Yntl1 =Yn+ I [5f(tn+1a)’n+1) +38 f(tm)/n) - f(tn—17)/n—1)]
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Métodos Multipasso

» Adams-Moulton de 2 passos: Este é implicito e de ordem 3
Dados yp, y1, paran=1,2,...

h
Yn+t1 =Yn + E [Sf(tn+la)/n+1) +38 f(tm)/n) - f(tn—17}/n—1)]

» Adams-Moulton de 3 passos: Este é implicito e de ordem 4
Dados yp, y1, ¥2, para n=2,3,...

h
Yn+1 = Yn + 24 [9 f(tn+1a)’n+1) +19 f(t,,,y,,) =5 f(tnfl’lefl)"i'
+ f(tn—2, ¥n—2)]
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Métodos Multipasso

» Adams-Moulton de 2 passos: Este é implicito e de ordem 3
Dados yp, y1, paran=1,2,...

h
Y+l =Yn + D) [5f (tnt+1, Ynt1) + 8 F(tn, ¥n) — f(ta—1, ¥Yn—1)]

» Adams-Moulton de 3 passos: Este é implicito e de ordem 4
Dados yp, y1, ¥2, para n=2,3,...

h
Yn+1 = Yn + 24 [9 f(tn+1a)’n+1) +19 f(t,,,y,,) =5 f(tnfb}/nfl)"i'
+ f(tn—2, ¥n—2)]

J4 que estes métodos sdo implicitos, podemos aplicar o estudado
sobre métodos previsores-corretores.
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Métodos Multipasso Previsor-Corretor

1. Previsor : yﬁ‘fl = Yn+ hf(tn,yn)
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Métodos Multipasso Previsor-Corretor

1. Previsor : yﬁ‘fl = Yn+ hf(tn,yn)

2. k=0
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Métodos Multipasso Previsor-Corretor

1. Previsor : yﬁ‘fl = Yn+ hf(tn,yn)

2. k=0
3. Corretor:

k41 h k
yf(y.:l_ ) = Yn‘i‘ﬁ [5f(tn+17)’,5+)1) +8 f(tna)/n) - f(tn—la}/n—l)]
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LMétodos de Euler

Métodos Multipasso Previsor-Corretor

1. Previsor : y,(fi)l = Yn+ hf(tn, yn)

2. k=0
3. Corretor:
K h
Y,(7+_'1_1) n+ﬁ [5f(tn+1a)/,(7i)1) +38 f(tm}/n) - f(tnfly)/nfl)
|y k+1) ‘
4. Se Tt ‘ o) "+1 | > TOL = k < k+ 1 e voltar para 3. Em
yn+1

. . k+1 ‘-
caso contrarlo, aceitar y,(7+1 ) COMO Yp41 € passar ao proximo

passo.
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