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Para essa sexta semana gostariamos que fizessem uma experiéncia de comparagao teoria/prética.

O objeto de estudo é a equagao de convecgao-difusdo-reagdo (CDR) e o programa de volumes finitos que a resolve
numericamente.

A teoria é a do livro de Nigro e Storti, mais uma parte da grande obra de R. Dautray e J.-L. Lions, que analisa
métodos numéricos para problemas de evolugao.

Comecem lendo uma primeira vez o texto de Dautray-Lions. Ali vao achar a teoria classica de esquemas numéricos
da maneira mais organizada, rigorosa e ainda simples que conhecemos. Comeca definindo esquemas numéricos,
provando o teorema de equivaléncia de Lax (provando mesmo) e definindo o simbolo de um esquema numérico.
Com isto nos pontos 6 e 7 chega a andlise de von Neumann que é a ferramenta fundamental de analise de estabilidade
pratica.

Depois podem passar para 2.1 e 2.2 onde é apresentado um caso simples e a analise de von Neumann permite
provar estabilidade (condicional ou néao).

As paginas seguintes sao impagaveis, ndo deixem de ler porque é uma sintese excelente das diversas extensoes da
teoria, mas por enquanto pulem sem ler. Podem ir direto & pagina 96 e ler algumas paginas sobre a equacao de
advecgao pura e estabilidade de esquemas centrados ou upwind com alguns tratamentos temporais.

Havendo lido aquelas paginas, estarao prontos para o passo seguinte: Passar a pratica.

O objetivo proposto é o seguinte: Redigir um mini-relatério cientifico como para ir se familiarizando com as
técnicas que usaremos no projeto final. Lembramos a todos que a carga horaria dessa disciplina é de nove horas
de estudo por semana. Essa semana vamos aproveitar todas e cada uma delas. Assumindo que ja dedicou umas
duas horas a leitura detalhada, reserve uma manha ou tarde com quatro horas livres para poder fazer sem pressa
essa pratica. Podem se reunir em grupos para fazéla, mas esperamos que cada um entregue um relatério de duas
paginas (inflexivel) original. A proposta é ir seguindo as ideias que sdo dadas a continuagao.

Primeiramenta escreva a equagdo do volume de controle niimero ¢ da equacao CDR usando esquema centrado
ou upwind para o fluxo convectivo e o método 6 (também chamado método das linhas, as vezes) para discretizagao
temporal. Rapidamente se chega a uma expressao do tipo

a UM + aoUM + a UPH = b1 U + boU]" + b1 U

onde os coeficientes dependem das constantes da equagdo CDR, de h (ou Az), de At. A partir daqui se obtém o
sfmbolo.

Com o simbolo em maos, se deve tomar a decisdo de onde se focar. Alguns podem se focar em problemas
puramente difusivos, por exemplo. Para 6 < 1/2 é ficil ver que existe um At méximo para estabilidade segundo
von Neumann. Mas a andlise de von Neumann é exata apenas para dominios infinitos, sem condigoes de contorno,
e unidimensionais. Serd que esse mesmo At méximo continua valido em um caso real, bidimensional, como os que
resolve nosso programa? Existe mesmo inestabilidade para At muito grande? Muito grande a respeito do que?

Antecipo aos que se foquem nessas perguntas que, a menos de um fator de ordem um, a anélise de von Neumann
faz um maravilhoso trabalho. Escolhendo § < 1/2 para a equagao do calor, e partindo de uma solugéo inicial distinta
de zero e sem fontes, se At é bem pequeno (comparado com o limite de estabilidade de von Neumann) a solugao
numérica decai tranquilamente para zero. Subindo o At o suficiente a solu¢ao numérica vai mudando o comportamento
até que numa hora resulta claro que estd se inestabilizando. Ao observar a qual valor de At isto acontece... sera que
é parecido com o limite de von Neumann? Acho interessantissimo que alguém faga esta experimentagio direitinho e
conte o que escolheu fazer especificamente, como foi que fez, os resultados que obteve e as conclusoes que extraiu em
um relatério de duas paginas.

Sempre na equagao do calor, alguém pode querer ver numéricamente se da para utilizar a condi¢do de von
Neumann em casos com coeficiente de difusao que varia ponto a ponto. Escrevendo a eq. como
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da pagina 47 sabemos que o limite de von Neumann é
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(de fato o u nds que colocamos, poderiam checar). Se p varia de volume a volume, podemos interpretar como que
temos um At,y para cada cela. Seguramente se escolhermos At menor que o menor de todos esses valores a solugao
numérica serd estavel, mas sempre é bom verificar. Para At’s maiores, que serd que acontece? Haverd inestabilidade
quando seja superado o At,n de uma cela apenas? A inestabilidade estard localizada naquela zona onde p e maior?
Se os valores maiores de p estdo todos juntos ou separados (aleatériamente por exemplo) faz diferenca?

Como podem ver indo por esse caminho também surgem muitas perguntas, e quando trabalhem no tema de sua
escolha vao aparecer perguntas proprias também. O relatério deve formular essas perguntas de maneira rigorosa e
clara, explicar quais experimentos foram feitos, explicar como esses experimentos contribuem a responder as perguntas
levantadas, e apresentar os resultados obtidos e as conclusoes a respeito das perguntas de partida.

Cada um fard um desses relatérios e depois passaremos eles entre os alunos do curso para todos aprendermos
com eles e contribuirmos com criticas construtivas.

Como podem ver, o que ji descrevi com apenas a difusao pode ser feito com apenas a convecgdo também, ou
apenas a reacao, ou combinagoes delas.

Podem também ser analisadas mudangas simples do método programado. Por exemplo, se poderia estudar a
estabilidade do esquema ABCN, onde se utiliza Adams-Bashforth para o termo convectivo e Crank-Nicolson para
o difusivo (nos casos que vi o método ABCN, ndo tinha rea¢do). Em termos dos nossos volumes finitos, os fluxos
convectivos se extrapolam no tempo com precisao At? (o fluxo a ¢, /2 se aproxima como 3/2 do fluxo a t,, menos
1/2 do fluxo a t,,_1) enquanto os fluxos difusivos a tn41/2 se aproximam como a média dos fluxos a t, e a t,, 1. Notar
que o esquema é de trés niveis no tempo. Qual é o passo de tempo limite predito por von Neumann? Qual o que
obtemos experimentando com o programa?

A graga do esquema ABCN é que é de segunda ordem mas a matriz é simétrica (o que traz varias boas propriedades
numéricas junto). Outros alunos poderiam querer testar algum outro tratamento temporal, tirado do Dautray-Lions
ou de alguma outra fonte.

Acho que j4 dei bastantes sugestoes. Para completar a descrigao do trabalho esperado vamos supor que escolheram
algumas das minhas primeiras sugestoes e estao vendo como depende o comportamento numérico do passo de tempo.
Passem um tempo fazendo isto. Entendam a solugao correta esperada. Enxerguem a forma espacial da solugao a
distintos tempos, e também a evolucao temporal de valores pontuais da solugdo. Vejam se podem construir uma
“solucao exata semi-discreta”, isto é, uma solucao numérica com tanta precisao temporal que pode ser considerada
apenas discretizada no espago (em geral as pessoas fazem isto com a ajuda de extrapolagido de Richardson, talvez
vocé queira aprender essa técnica). Se vocé constroi uma solugdo semi-discreta exata (na verdade, quase), poderia
interessar-se em verificar que a solucao totalmente discretizada tenda a ela quando At tende a zero. Poderia interessar-
se em calcular numericamente a ordem dessa convergéncia.

Mesmo sem tocar a parte de ordem de convergéncia temporal, que é muito interessante mas nem todos vao
fazer as mesmas coisas nem todos tem os mesmos temas como prioritarios, vocé quererd descrever e exemplificar os
distintos comportamentos numéricos, apresentar graficos que sintetizem muitas rodadas do codigo e transmitam ao
leitor de maneira muito clara seus resultados e facilitem sua argumentacao das conclusoes.

Deixe-se levar pela sua prépria curiosidade. Nao faga essa pratica para passar, faga-4 para aprender.

Nao use o cédigo como caixa preta. Aproprie-se do cédigo. Programe ele novamente se quiser. Mude o nome das
varidveis se quiser. Modifique o input-output. Os programas que disponibilizamos sao apenas uma ajuda sobre como
poderia se programar o método proposto. Esperamos que vocés entendam cada linha e possam ir atras de qualquer
erro que surgir. Podem assim desenvolver o cédigo que lhes resulte mais prético e levar para utilizar no seu grupo
ou nas suas atividades docentes (sempre lembrar nosso 10%, baratinho por serem alunos).

Todo aluno que se empolgar com uma pergunta ou um estudo tem direito a desenvolvé-lo. No relatério explicara
qual o interesse dos temas que tocou, porque fez o que fez, etc. Seria bom que os que escolham temas postem no
grupo assim todos sabemos. Podemos fazer sugestdes (todos!), mandar palpites, interagir.

Considerando uma hora para brincar com o cédigo em diferentes situacoes para ver que tipo de problemas nos
empolgam mais, achamos que em cinco ou seis horas adicionais vocés poderao ter um relatério decente com graficos
razodveis para postar no grupo. Esperamos que todos postem um relatério desse tipo (em formato pdf) e o c6digo
utilizado (preferentemente sem fazer tar nem rar nem nada disso, mas quem achar necessdrio faga). A data limite
sugerida é quinta-feira 26 de setembro.

Durante o desenvolvimento desse mini-projeto nao sejam timidos. Aproveitem a ajuda de todos do féorum da
disciplina, promovam e participem de debates, tirem dividas a vontade com Fernando ou comigo. Aprender esses
assuntos com a solidez de quem viu acontecer as predicoes da teoria em um programa proprio é bem melhor que
apenas ter lido que acontece tal o qual coisa.



